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Capitulo 1

Introduccion



1.1 Descripciéon General

En los dias que corren los programas de computadoras se presentan en casi
cualquier dmbito de nuestras vidas. Servicios esenciales como el transporte, la
seguridad, el comercio y las comunicaciones se apoyan sobre cimientos cons-
truidos con programas. La necesidad de poder verificar que éstos satisfacen
nuestros requerimientos, se ha convertido en una de las dreas mas activas de las
Ciencias de la Computacién.

Cada vez mas estos programas de computadoras trabajan en conjunto para
poder desempefiar de manera eficaz, rapida y segura una tarea determinada.
Ellos interactian y se sincronizan para cumplir con un objetivo. Este campo es
conocido como Programacion Concurrente. Ejemplos cldsicos incluyen bases de
datos distribuidas como los sistemas bancarios o la reserva de pasajes aéreos, el
procesamiento numérico de grandes cantidades de datos como las simulaciones
fisicas, los sistemas operativos multitarea y distribuidos y los entornos graficos
de ventanas entre otros.

Mucho se ha dicho y escrito acerca de como los métodos formales de veri-
ficacién de programas secuenciales evitan que la correccién de éstos dependa
de manera exclusiva de la pericia (jhacking?) del programador para encotrar
casos extranos o limites, donde nuestros requerimientos puestos en forma de
propiedades no se ven satisfechos. Ademds de minimizar la posibilidad de falla,
estos métodos han forjado una manera distinta de pensar los programas y su
proceso de creacién.

En los programas concurrentes la complejidad se eleva de tal forma que la
intuicién o la experiencia de un programador habil resultan totalmente insufi-
cientes, debido a que la cantidad de secuencias posibles de ejecucion a tener en
cuenta crece de manera exponencial respecto a la cantidad de lineas de cédigo
y ndmero de componentes del programa concurrente. ;Quién puede asegurar
que en la siguiente corrida una componente se atrase unas pocas instrucciones,
y provoque que el programa llegue a un estado que no fue tenido en cuenta y
alguna propiedad fundamental no se cumpla?.

Los errores son mas la regla que la excepcién en la programacién concu-
rrente, y el habitual razonamiento informal de tipo operacional no basta para
asegurar propiedades en esta clase de programas. La cantidad de algoritmos
concurrentes o demostraciones informales de éstos que son incorrectos dan la
pauta de la necesidad de un método formal y sistemdtico para luchar contra
esta complejidad.

Uno de los acercamientos mas usados para la verificacién de programas se-
cuenciales es el asercional, donde los programas son decorados con férmulas de
la l6gica denominadas justamente aserciones.

Hoare en 1969 creé un sistema deductivo que influyé de manera definitiva
en el campo de la verificacién sistematica de programas. Con axiomas y reglas
de inferencia, este sistema permitia demostrar de manera sintictica ternas de la
forma {P}S{Q} para programas secuenciales deterministicos S. Ademas, este
juego sintactico era consistente respecto a un modelo operacional abstracto de
computacién que seguia de manera razonable lo que una computadora era capaz
de realizar. En este sistema, cada terna de Hoare {P}S{Q} se interpreta de la
siguiente forma: si antes de ejecutar S tenemos un estado de entrada p tal que



se da P(p), entonces luego de ejecutar S y en caso de que termine esta sentencia,
el estado de salida g hard verdadero a ). Esto es llamado correccidn parcial.

Esta manera asercional de probar correccién de programas secuenciales fue
extendida en 1976 por la tesis de postgrado de Susan Owicki bajo la supervi-
sién de David Gries. En ella se ampliaba el lenguaje para incluir operadores
de composicion paralela y sincronizacion. El sistema deductivo fue transforma-
do convenientemente para estos programas paralelos con variables compartidas.
La consistencia fue demostrada respecto del modelo operacional tradicional de
ejecucién paralela de programas, conocido como modelo de interleaving.

Como es bien sabido, la correccién puede ser respecto a safety properties o
a liveness properties [And91], y la programacién paralela introduce nuevas pro-
piedades de seguridad que deben ser comprobadas, como interference freedom,
deadlock freedom y exclusién mutua entre otras. Probablemente las liveness pro-
perties sean las mas complicadas de demostrar, y entre ellas estan la terminacién
y el progreso, donde ésta resulta de generalizar el concepto de terminacién para
programas que no lo hacen. El punto conflictivo estd en que estas propiedades
de liveness son afectadas por lo que se conoce como fairness, que es un concepto
que surge cuando se involucra el no-determinismo.

En esta tesis se trataron los problemas de correccién parcial, ausencia de
interferencia, terminacién y ausencia de deadlock. Las pruebas de liveness no
tienen una técnica definida, debido a que esta teoria no brinda un marco ade-
cuado para su tratamiento, y ademéas el problema es realmente complicado en
su caso general. Sin embargo podemos encontrar casos particulares que resultan
tratables dentro de la teoria de Owicki-Gries.

La efectividad de este método formal fue puesta a prueba por sus creadores
dando demostraciones de correccién de varios algoritmos paralelos tradicionales
como el findpos, producer-consumer, diferentes algorimos de exclusién mutua y
el algoritmo de Dijkstra para recoleccién de basura al vuelo. Este dltimo fue
la prueba definitiva debido a la complejidad y el fino grado de interleaving que
presenta, donde sélo los accesos a memoria se suponian indivisibles.

Sin embargo el método de Owicki-Gries tiene el defecto de que estd pensado
para realizar una demostracién a posteriori de la construccién del programa.
Dado un texto de programa y un conjunto de propiedades que son escritas
como férmulas de la 16gica (dan por ejemplo la condicidn inicial, la final y algtin
conjunto de propiedades que se necesitan mantener invariantes), es necesario
“rellenar” todo el resto y en la mayoria de los casos no triviales tendremos que
inventar aserciones intermedias, variables e invariantes, asi como transformar
comandos por equivalentes, para que, utilizando el sistema deductivo podamos
ver que las propiedades que nos interesan resultan teoremas.

Esta dificultad es, en parte, la culpable que los métodos formales para ve-
rificacién a posteriori de la correccién no sean del todo aceptados, o mas aun,
rechazados en la comunidad que desarrolla software.

Dijkstra primero en 1976 y luego Gries en 1981 propusieron métodos sis-
temaéticos para el desarrollo de programas junto con sus pruebas de correccién
dentro de los sistemas deductivos “4 la Hoare”, definiendo la seméntica de los
transformadores de predicados. Con estos métodos de derivacion de programas,
la pruebas y el programa son construidos en forma conjunta. Teniendo como



base el comportamiento entrada/salida del algoritmo, las reglas de inferencia y
los axiomas nos guian en la construccién de este. Dentro de este esquema la
correccién del programa es implicita. Se lo ha construido en base a las reglas
(de correccién) y no es posible, dentro de este juego, generar programas que no
las cumplan.

Se ha pasado del arte a la disciplina y de la disciplina a la ciencia de la
programacién. Los resultados estdn a la vista cuando algoritmos dificiles de
resolver diez o veinte afios atrds son usados como ejemplos o ejercicios en cursos
introductorios de programacién.

Asi como Dijkstra utilizé6 como base el trabajo de Hoare para el desarro-
llo sistemédtico de programas secuenciales, la escuela de Eindhoven se basé en
el sistema deductivo de Owicki y Gries para demostrar correccién de progra-
mas paralelos, y a partir del inicio de la década pasada comenzaron a realizar
experimentos tendientes a demostrar que era posible derivar programas para-
lelos teniendo como base esta teoria. Trabajos de Feijen, van Gasteren, van
der Sommen, Moerland y Hoogerwoord entre otros, pusieron en claro que el
modelo criticado por su pobre manejo de problemas bésicos de la programacién
concurrente, era una base sélida para la derivacién de lo que ellos llaman multi-
programas. La simplicidad fue la principal razén que llevé a este grupo a elegir
esta teorfa como base de sus trabajos.

Estos métodos de derivacién de multiprogramas se han demostrado tiles,
y varios algoritmos concurrentes no triviales fueron derivados, como por ejem-
plo el algoritmo de exclusién mutua del pastelero de Lamport, el algoritmo de
lectores/escritores con prioridad para los escritores, varios algoritmos de sincro-
nizacién de fase, asi como algunos protocolos béasicos de comunicacién.

1.2 Un Ejemplo Motivador

Trataremos de mostrar, a través de un ejemplo simple, algunos de los errores en
los cuales podemos incurrir al tratar de construir programas paralelos en base a
razonamientos operacionales informales. También indirectamente se apuntaran
problemas propios de la programacién paralela que han sido mencionados en la
introduccién.

Problema 1.1 (biisqueda lineal paralela) Dada la funcidn f : Z — Bool,
tal que (Ni :: fi) = 1 dar un algoritmo paralelo que encuentre esa tunica
ocuTTENCLa.

Para paralelizar la biisqueda utilizaremos dos componentes, una se encargarg
de buscar en los enteros no negativos y la otra en los enteros no positivos.

Podemos pensar a las dos componentes secuenciales como independientes,
salvo que comparten una variable found que servird para finalizar la busqueda
cuando se haya encontrado el valor verdadero de la funcién. El texto del pro-
grama que busca en los enteros positivos serd S;, mientras que S tratard de
localizar el valor verdadero en la parte negativa de la funcién. Con [Sy || S2]
estamos denotando la ejecucién paralela de las instrucciones pertenecientes a
las componentes secuenciales S1 y Ss.



Solucién 1

Si = found:=false;

x:=0;

do —found — found:=f.x;
x:=x+1

od

Sy = found:=false;

y:=0;

do —found — found:=f.y;
y:=y-1

od

FIND1 = [S; || S2]

Esté claro que cada componente tratada por separado resuelve el problema
siempre y cuando el valor se encuentre en su rango.

Pensemos ahora qué es lo que sucede cuando se lanza la ejecucién paralela
[S1 || S2]. Un primer argumento podria indicar que todo estd bien, dado que si
una componente termina esto implica que la variable found se hace verdadera,
y la otra componente también termina. Sin embargo, una posible definicién del
operador de composicién paralela es:

“Cada una de las componentes avanza de manera independiente con
una velocidad relativa de ejecucién no especificada”

y esto implica que un escenario posible de ejecucién serfa:

e Se comienza a ejecutar la componente Sy y se encuentra el valor, con lo que
found se hace verdadero y termina su ejecucién. La composicién paralela
no termina, debido a que todavia no terminé S.

e Comienza la ejecucion de Sz, y el valor de found vuelve a ser falso y al
no haber ningin valor verdadero en la parte negativa de la funcién, S; no
termina y por lo tanto la composicidn paralela que la contiene tampoco lo
hace.

Queda claro que la composicionalidad del nuevo operador deja mucho que
desear. Cada una de las componentes cumple con lo que queremos, pero su
composicién paralela no se muestra como el efecto sumado de ambas.

Como el problema parece estar en la inicializacién de found, modificamos el
c6digo para llegar a la siguiente etapa.



Soluciéon 2

S; = x:=0;
do —found — found:=f.x;
x:=x+1
od
Ss = y:=0;
do —found — found:=f.y;
y:=y-1
od

FIND2 = found:=false; [Si || S2]

El c6digo ya no reinicializa la variable found en el inicio de cada componente,
sin embargo se produce un fenémeno mas o menos similar si se presenta el
siguiente escenario de ejecucién.

e La componente S; encuentra el valor verdadero en un x dado y asigna a
la variable found con ese valor.

e Luego de esto y antes que S; llegue a evaluar la guarda de la repeticién,
So ejecuta la asignacién a found, y el valor verdadero que tenia se pierde.

e Se evalia la guarda de S; y como found es falso, el ciclo continia de
manera indefinida. Lo mismo sucede con la componente Ss.

Nuevamente el problema estd en la falsificacién de found. Para evitarlo
sélo haremos asignaciones de esta variable con el valor verdadero dentro de las
componentes de la composicién paralela.

Solucién 3

S1 = x:=0;
do —found — if f.x — found:=true
—-f.x — skip
X:=x+1;
fi
od

Ss = y:=0;
do —found — if f.y — found:=true
—-f.y — skip
y:=y-1;
fi
od

FIND3 = found:=false; [S; || S2]

Finalmente tenemos un texto de programa que parece hacer lo que bus-
cdbamos. La variable found es inicialmente falsa, y cada una de las componentes
busca de manera independiente el valor verdadero en la parte positiva y negativa
de la funcién. Si alguna encuentra ese valor, la variable found se hace verdadera,



por lo que las dos repeticiones terminan. Ademds, ya no tenemos el problema,
de la falsificacién de found cuando éste es verdadero, pues dentro del bucle la
variable de finalizacién sélo se asigna con el valor true.

No obstante, volviendo a lo que anteriormente dijimos que se entiende como
ejecucién paralela, no es descabellado pensar en una historia de ejecucién donde
sélo se ejecutan instrucciones de, por ejemplo, la componente S;. Si la ejecucién
paralela estd modelada por el interleaving de las instrucciones de ambas com-
ponentes, donde un demonio es el encargado de elegir de qué componente sera
la siguiente instruccién a ejecutar, nuestro caso patoldgico se presentard cuando
el demonio tenga preferencia absoluta por S;.

Esté4 claro que si el valor verdadero de f se encuentra en el dominio negativo,
S1 jaméas terminar.

Podriamos objetar este tipo de escenario, puesto que si se da, més alla de
que el valor se encuentre en la parte positiva o negativa de la funcién, ninguna
instruccién de la componenete Ss serd ejecutada, esta no podrd terminar y por
lo tanto la composicién paralela asi como nuestro programa tampoco lo haran.

Aunque esta asuncién es mas o menos descabellada, tratemos de solucionar
este inconveniente.

Introduzcamos un nuevo constructor que permite la sincronizacidon en la
ejecucién paralela. Su sintaxis es await B — S, donde B es una expresién boo-
leana y S es un comando. Su semdntica dice: mientras la condicién booleana
no sea verdadera, la componente que tenga este comando como el préximo a
ejecutar no podrd progresar. En términos de interleaving y demonios, podemos
decir que este Ultimo no puede elegir una componente cuya siguiente instruc-
cién es un await con su guarda que en el estado actual evalia a falso. Si la
condicién es verdadera, entonces S es ejecutado sin posibilidad de interrupcién
o interferencia de otras componentes, esto dltimo es también llamado ejecucion
atémica

Creamos entonces una nueva versién donde la variable turn podra valer 1 o
2 e indica qué componente tiene el turno para buscar.



Solucién 4

S; = x:=0;

do —found — await turn=1 — turn:=2;
if f.x — found:=true
-f.x — skip
fi
X:=x+1;

od

Se = y:=0;

do —found — await turn=2 — turn:=1;
if f.y — found:=true
-f.y — skip
fi
yi=y+i;
od

FIND4 = turn:=1; found:=false; [S] || S2]

Con esta linea de cddigo agregada a cada componente, aseguramos la eje-
cucién alternada de las dos componentes més alld de como el demonio elije la
siguiente componente a ejecutar. A lo més, el demonio podra ejecutar la misma
componente “una vuelta y media”, luego la condicién del await serd falsa y la
Unica posibilidad para seguir ejecutando serd la otra componente.

Si revisamos el c6digo, vemos que el paralelismo es posible todavia. Con
la inclusién de estos nuevos constructores estamos solamente sincronizando las
componentes para acotar la diferencia de la cantidad de veces que cada una ha
completado un ciclo.

No obstante, este operador genera un nuevo problema en nuestros programas
paralelos. Veamos la siguiente historia de ejecucién

Ambas componentes estdn por ejecutar sus await. Como el valor de turn
es 1, S; puede proseguir, y ahora tenemos turn = 2.

Progresa S2, y esto es valido porque la condicién de la instruccién de
sincronizacién es verdadera, con lo que la asignacién se produce y tenemos
turn = 1.

Continda S» hasta llegar a la instruccién de espera.

Pasa el control a S1, que encuentra el valor verdadero, y termina la ejecu-
cién del ciclo.

Solo la segunda componente estd activa, pero el demonio no tiene compo-
nentes para elegir, pues una termind y la otra espera una condicién que
no se satisface.

Esta condicién de S; finalizado y Sa esperando que se satisfaga turn = 2 es
un estado estable, por lo que el bloqueo serd infinito y nuestro programa jamés
terminard. La situacién donde existen componentes activas pero ninguna puede
progresar se conoce como estado de deadlock.
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No podemos dejar de notar que los problemas se vuelven cada vez mas
sutiles, y las historias de ejecucién que nos llevan a ellos resultan cada vez més
complicadas.

A fin de evitar que la finalizacién de una componente impida el progreso
de la otra, incluimos una asignacién correspondiente a turn al final de cada
componente.

Solucién 5

S1 = x:=0;
do —found — await turn=1 — turn:=2;
if f.x — found:=true
—-f.x — skip

fi
X:=x+1;
od;
turn:=2
SQE y:=O;

do —found — await turn=2 — turn:=1;
if f.y — found:=true
—-f.y — skip
fi
yi=y+i;
od;

turn:=1
FINDS = turn:=1; found:=false; [Si || S2]

Se podria decir que practicamente tenemos un programa paralelo que satis-
face nuestros requerimientos. Sin embargo apuntaremos un detalle que permite
mejorar sutilmente el paralelismo del algoritmo *.

Cada vez que se ejecuta alguna de las instrucciones de sincronizacién, la
otra componente no puede progresar, pues la evaluacién de la guarda junto a su
asignacién son un bloque atémico. Si se pudiera demostrar que aunque se inte-
rrumpa la ejecucién del await entre la evaluacién de la guarda y la asignacién,
el efecto es el mismo sea cual fuere la o las instrucciones de la otra componente
que se entremezclen, entonces podriamos dar un cédigo totalmente equivalente,
con la sentencia de sincronizacién desacoplada, que presenta un mayor grado de
paralelismo, pues su grado de atomicidad es menor. Realicemos este desacople
y generemos la siguiente solucién.

INotar que el paralelismo fue anteriormente limitado al introducir la restriccién de la
“yuelta y media”.

11



Soluciéon 6

S1 = x:=0;
do —found — await turn=1;
turn:=2;
if f.x — found:=true
—-f.x — skip
fi
X:=x+1;
od;
turn:=2
Se = y:=0;
do —found — await turn=2;
turn:=1;
if f.y — found:=true
—-f.y — skip
fi
y:i=y+i;
od;
turn:=1

FIND6 = turn:=1; found:=false; [S] || S2]

Veamos ahora que en todas las posibilidades de interrupcién por parte de So
entre el fin de la ejecucién del await y el inicio de la ejecucién de la asignacién
de turn, el valor de esta variable no cambia.

Pero esto es absolutamente trivial, porque todas las asignaciones a turn por
parte de Sy simplemente reafirman lo que queremos mantener, es decir turn = 1.
Para ponerlo en otras palabras, entre la sincronizaciéon y la asignacién el hecho
turn = 1 no es interferido, ya sea porque las instrucciones no modifican directa
o indirectamente las variables libres de esta aserciéon o bien porque aunque
modifiquen la variable en juego, la validez de la férmula no cambia.

El otro caso es simétrico, con lo que nuestro programa FIND6 parece ser
correcto.

Hemos realizado un breve recorrido por los problemas tipicos a los que nos
enfrentamos cuando tratamos de atacar la creacién de un algoritmo paralelo
utilizando como armas la intuicién y el razonamiento operacional.

Surge claramente la necesidad de una herramienta mas poderosa.

En el siguiente capitulo introduciremos la teoria de Owicki-Gries, para luego
en el tercer capitulo ver cémo ésta se aplica al desarrollo sistemético de progra-
mas siguiendo los lineamientos de la escuela de Eindhoven. Uno de los ejemplos
a derivar con estas técnicas serd este mismo algoritmo, por lo que podremos
contrastar directamente ambos acercamientos, el informal y el formal.
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Capitulo 2

Correccion de Programas
Paralelos
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2.1 Introduccién

Como vimos en la seccién 1.2, razonar de manera informal acerca de un pro-
grama, paralelo es habitualmente una tarea ardua y propensa a errores. Iremos
acercdndonos gradualmente a un método asercional de verificacién de progra-
mas paralelos con variables compartidas y sincronizacién, presentado por Susan
Owicki y David Gries como una extension a la logica de Hoare para programas
secuenciales.

Las caracteristicas propias de estos programas paralelos seran introducidas
una a una dando en cada caso un sistema deductivo que nos permita demostrar
los programas decorados con aserciones.

2.2 Programas Secuenciales no Deterministicos

La base de nuestros programas paralelos descansa sobre los programas secuen-
ciales no deterministicos, por lo que presentaremos un breve resumen.

Hemos elegido los generados por los comandos guardados de Dijkstra, cuya
sintaxis estd dada por:

S::= skip comando vacio
| v:=E asignacién
| S1; Sa constructor de composicién secuencial
|if By —» 5 constructor de seleccién
OBs; — 82
oB, — S, fi
|do B; —» 5 constructor de repeticién
OBy — Ss
0B, — S, od

donde B; es una expresién booleana y E es una expresiéon booleana o entera.
Suponemos ademds que el lenguaje tiene operadores para generar todas las
expresiones enteras y booleanas habituales.

Aunque el modelo operacional resulta ampliamente conocido, hagamos un
rapido paseo por la semdantica informal de estos comandos y constructores.

El comando skip es el que no opera sobre el estado, su tnico efecto es el
de terminar siempre. Su contraparte estd en la asignacién, pues modifica el
estado igualando la variable indicada en el lado izquierdo con el resultado de
evaluar la expresién del lado derecho en el estado actual. Una extensién de
ésta dltima es la multiasignacién, que opera sobre un conjunto de variables de
manera simultdnea.

El constructor mas sencillo es el de composicién secuencial. Este sélo com-
pone los efectos de las sentencias S; y S2.

La seleccién introduce el no-determinismo y su semantica es que dado el
estado inicial, se ejecutard la sentencia de alguna de las expresiones booleanas
que evalien a verdadero. Si todas estas guardas resultan falsas entonces el
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constructor aborta junto con todo el programa que lo contenia.

Finalmente, la repeticién también es no-determinista y comienza su ejecucién
como el constructor alternativo evaluando las guardas en el estado actual. Si
todas son falsas la repeticién termina, en cambio si alguna resulta verdadera,
ejecuta una de las sentencias asociadas y vuelve a evaluar las guardas en el
nuevo estado.

En principio el no-determinismo introducido por la seleccién y la repeti-
cién puede resultar molesto dado que se aleja de la implementacién, pero en
contrapartida permite escribir programas mas claros, estructurados y no tan
sobre-especificados, ademds permite realizar derivaciones de programas de ma-
nera mas modular. Siempre tendremos en mente que todos los programas aqui
presentados necesitaran todavia algin tipo de transformacién antes de ser im-
plementados en lenguajes y modelos de ejecucién concretos.

Si quisiéramos que los programas fuesen deterministicos, usariamos los cons-
tructores de seleccién alternativa y de repeticién a la manera del trabajo original
de Hoare.

S::=skip

| if B then S;
else S, end
| while B do S end

La semdntica axiomdtica seguida es la de las triplas de Hoare {P}S{Q} para
demostrar correccion parcial donde P y () son férmulas de la 16gica que relacio-
nan las variables y se denominan aserciones, mientras que S es una sentencia
del lenguaje expresado anteriormente.

Los axiomas y reglas de inferencia son:

{Pyskip{P} skip
{P(z:=E)}X:=E{ P} asignacion
{P}{Sﬁigj’ i{sﬁ%}{m secuenciacion
{{1;/;;35;;91_5 ;21}5 é g:_B,g}"% {{g}} seleccion
{P}dOBEiAs?lu}.féi};gf 53?;3\?(53\... ABa)} repeticion
PP (BS990 consecuencia

{P}S{Q}

donde P(x := E) es el operador de substitucién aplicado a P y P — @ indica
que a partir de P podemos probar () dentro de un sistema deductivo que no
estd explicitado, pero que nos permite deducir relaciones aritméticas y booleanas
basicas.

Diremos que {P}S{Q} es teorema de este sistema de inferencia cuando a par-
tir de los axiomas y reglas de deduccién podamos concluir justamente {P}S{Q}
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Sin embargo esta prueba normalmente resulta engorrosa y la estructura del
programa se pierde en ella. Las pruebas son mas comprensibles si se realiza una
proof outline donde las aserciones se intercalan con el texto del programa [OwiT75,
Cou90]. Usando este tipo de pruebas podemos hablar de las funciones pre y post,
que van de sentencias a aserciones, donde la primera nos da la asercién previa
m4és cercana mientras que la otra nos devuelve la posterior més cercana a una
sentencia dada.

Veamos a continuacion el sistema deductivo para estos programas decorados
con aserciones, donde S* es un programa S anotado con aserciones.

{Pyskip{r}
{P(z:=E)}x:=E{P}
{P}SI{R}{R}S;{Q}

{P}Sy ; {R}S;{Q}
{PAB1}S1{Q}, -, {PABn}S;{Q}

{P}if B, >{PAB:}5:{Q}0-~-0B,—{PAB.}S:{QHi{Q}
{PAB1}S7{P},-- {PABn}S; {P}
{inv:P}dOB;—{PAB1}5;{P}0..-0B, »{PAB, }S:{P}od{PA~(Bi1A---AB,)}
PP {P1}S"{Q1},Q1—Q
{PHP}S* {1 H{Q}

{P}5*{Q}

{Prs=={Q}

donde en la dltima regla S** sale de S* borrando algunas anotaciones que no
sean de la forma {inv : P}.

Es posible demostrar la equivalencia entre los dos sistemas deductivos, por
lo que de ahora en adelante trabajaremos con este ultimo que en general re-
sulta méas conveniente y ademads es uno de los pilares sobre los que descansa la
prueba de no interferencia, piedra fundamental de la teoria de Owicki-Gries. En
secciones siguientes veremos esto en mas detalle.

Otra posibilidad de presentar estas reglas es como lo hace Dijkstra utilizando
equivalencias y cuantificaciones universales. Estas también resultan totalmente
equivalentes a las anteriores formulaciones, pero hacen que las demostraciones
sean m4as claras en su presentacién.

El conjunto de equivalencias es:

{P}skip{Q} = [P = Q]
{Pyx:=E{Q} = [P = Q(z := )|
{P}S0;51{Q} = 3H = {P}So{H} A {H}S1{Q}
{(P}if 0;B; — S; A{Q} = \,{P A B;}Si{Q}
{P}do 0,B; — S; 0d{Q} =
3H = [P = H) A N,({HABYSH{HY) A [HA(A,~Bi) = Q]

Con la notacién [(Q)] estamos indicando cuantificacién universal sobre todas
las variables de estado del predicado Q.

Vemos que no hay nada parecido a la regla de la consecuencia, pues ella
se encuentra distribuida entre todas las reglas, y esto también ayuda a que las
pruebas sean menos tediosas.
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Finalmente, un programa anotado serd correcto respecto a estas equivalen-
cias, si logramos demostrar que la férmula equivalente a este resulta verdadera.

Existe atn otra formulacién equivalente a las anteriores: los transformadores
de predicados de Dijkstra.

Se define la funcién wip! (weakest liberal precondition) que dada una senten-
cia y un predicado, devuelve la precondicidn mas débil necesaria para que luego
de ejecutar la sentecia la postcondicién se haga verdadera.

La relacion con las ternas de Hoare es la siguiente:

{P}S{Q} =[P = wip.S.Q)]
y se la define asi:
[wip.skip.P = P]
[wlp.(x:=E).P = P(z := E)]
[wlp.(So;51).P = wip.S.(wlp.T.P)]
[wlp.(if 0;B; = S; fi).P = \,B; = wip.S;.P)
[wlp.DO.P =
(A;mBi) = P AN \,;(Bi = wip.S.(wlp.DO.P))]

donde DO : do O0;B; — S; od y para calcular efectivamente la wlp de una
repeticién deberemos solucionar una ecuacién recursiva.

La principal caracteristica de estos sistemas es su consistencia con el mo-
delo operacional. Obviamente para demostrar esta consistencia se requiere ser
mias formales respecto a la presentacién del sistema deductivo y tener un mo-
delo operacional concreto capaz de ser descripto también a través de métodos
formales.

Podemos ver desarrollos completamente formales de este tema en diversos
textos como [AO91, Cou90].

A los fines précticos, esta consistencia se traduce en una interpretacién de lo
que significan las triplas {P}S{Q} o las aserciones dentro de una proof outline.
El siguiente teorema muestra esta consistencia.

Teorema 2.1 (Consistencia fuerte) Sea S una sentencia del programa T y
pre(S) la precondicion de ésta en la prueba {PYT{Q}. Entonces si el programa
T comienza su ejecucion en un estado que satisface P, y llega al punto en que
su proximo paso es ejecutar S y el estado estd representado por m, entonces se
da pre(S)(m) = true

Ahora podemos decir que nuestro programa salta de asercién en asercién,
con el estado global del sistema que las va cumpliendo a medida que se pasa
por ellas, sin importar como o qué historia de ejecucién hizo que llegara hasta
alli. En este punto vemos claramente que las semdanticas axiomdticas resultan
mads abstractas que las operacionales.

Esta definicién serd crucial para comprender de manera informal el test de
no interferencia que propone la teoria que nos permite demostrar programas
paralelos decorados con aserciones.

L Contrastar con la definicién para correccién total wp dada en los textos clésicos [Dij76,
Gri8l]

17



2.3 Programas Paralelos Disjuntos

Estudiaremos primero la forma maés sencilla de paralelismo dada por lo que se
conoce como programas paralelos disjuntos.

El paralelismo se introduce a través del operador de composicién paralela
cuya sintaxis es:

S::=skip

| [S1 ]| -+ || Sn] constructor de composicién paralela

donde n >2 y S; son sentencias que no contienen este operador (es decir pro-
ramas secuenciales), con lo que evitamos el paralelismo anidado?.
b

La seméantica informal de este constructor dice que las componentes secuen-
ctales comienzan a ejecutarse en paralelo y cuando todas estas terminan, el
operador de composicién paralela finaliza. Nada se asume acerca de las veloci-
dades relativas de cada uno de los procesos secuenciales.

Definicién 2.1 (Programa Paralelo Disjunto) Un programa paralelo serd
disjunto cuando las componentes secuenciales S; de cada uno de los operadores
de composicion paralela cumplan con:

Vi, j:i# j: change(S;) Nvar(S;) =0

es decir que las variables accedidas en una componente no pueden ser modifica-
das por otra.

Donde change es una funcién que dada una sentencia nos da el conjunto de
identificadores de variables que aparecen en el lado izquierdo de las asignaciones,
y var es todo el conjunto de identificadores de variables que aparecen en una
sentencia.

El siguiente es un ejemplo de un programa paralelo disjunto.

S = [x:=1; x:=x+1||y:=1; y:=y+2]

Como la semdntica informal dada resulta demasiado vaga utilizaremos como
herramienta para analizar y hacer demostraciones sobre el operador de compo-
sicién paralela el denominado modelo de interleaving.

En éste, la computacién se da serializando la ejecucion de las componentes
secuenciales mediante el entrelazado de sus ejecuciones, por lo que nunca dos o
mas instrucciones se ejecutan de manera simultanea.

El interleaving es el mas utilizado para modelar ejecuciéon paralela. Mas
adelante mostraremos como este modelo predice el comportamiento de las eje-
cuciones paralelas reales si se dan ciertas condiciones en el hardware subyacente.

2 Aunque la mayorfa de las formalizaciones permite el paralelismo anidado, preferimos esta
definicién mdés restrictiva que sigue la nocién de multiprograma que serd sobre lo que se
trabajara en el capitulo de derivacién de multiprogramas.
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Para el ejemplo, la cantidad de serializaciones posibles es igual a

(2+2)!
22
Es decir que tenemos seis escenarios posibles de ejecucién para nuestro pro-
grama dentro del modelo.
Si generalizamos un poco, veremos que la cantidad de posibles escenarios
de ejecucién para un programa paralelo disjunto de dos componentes donde la
cantidad de instrucciones de cada una estd dada por n; y ns es

(ny + m2)! _ (m + nz)

n1! na! ny

Esta cantidad crece exponencialmente con n; y ns y alin més rapido respecto
a la cantidad de componentes consideradas.

Si tuviéramos que verificar cada uno de estos escenarios de ejecucién pa-
ra demostrar que nuestro texto de programa satisface ciertos requerimientos,
entonces estamos condenados al fracaso.

No obstante, notamos que en todos los posibles casos de entrelazado, nuestro
programa de ejemplo arriba al mismo resultado. Esta situacién no resulta casual,
y es posible demostrar que todas las secuencias de ejecucion de un programa
paralelo disjunto deterministico llegan al mismo estado [AO91, Lema 4.10].

Pero la propiedad general que estamos buscando es que al trabajar con
programas paralelos disjuntos, no importa como se entremezclen las sentencias
(deterministicas o no) de las componentes secuenciales, el efecto serd el mismo,
pues cada componente actia sobre un espacio de estados disjunto a las otras.

Gracias a esta propiedad, cualquier forma de entremezclar las instrucciones
resulta equivalente. En particular la ejecucién secuencial de una componente
tras otra también tendrd esta propiedad. Este hecho se ve reflejado en la si-
guiente regla®:

{P}Sl;...;sn{Q} .. .,

Tt serializaci

P Tisal(@y  serializacion

Una consecuencia mas o menos directa de esta dltima regla nos permite ra-

zonar composicionalmente sobre el comportamiento entrada/salida de los pro-
gramas paralelos disjuntos. Dadas las pre y post condiciones de los programas
secuenciales podemos deducir la pre y post condicién de sus composicién para-
lela.

{51}51{Q1},~~~7{Pn }Snn{Qn}
(AL, PSS HAL, @i}

con free(P;,Q;) Nchange(S;) = 0 Vi # j
Donde free es una funcién que devuelve las variables no ligadas de un pre-

dicado y la condicién de disjuncién de variables que se pide para las aserciones
es necesaria para mantener la consistencia de la regla.

paralelismo disjunto

Ahora para tener una prueba de

{true}[x:=1; x:=x+1|y:=2; y:=y+2{z =2Ay =4}

3Esta regla no estd demostrada en los textos que fueron consultados [AO91, Cou90] para
el caso no-deterministico que estamos planteando, sin embargo una demostracién no resulta
complicada si recurrimos a las ideas planteadas en los ejercicios 4.5 y 4.8 de [AO91]

19



sélo necesitamos ver que

{true}x:=1; x:=x+1{z =2}
{true}y:=2; y:=y+2{y = 4}

y estos son teoremas ficiles de probar en el sistema deductivo para programas
secuenciales.

2.4 Programas Paralelos con Variables Compar-
tidas

En la seccién anterior vimos que en los programas paralelos disjuntos las de-
mostraciones de correccién parcial se reducian a demostraciones de correccién
parcial sobre sus componentes. Estos eran disjuntos, cada uno ejecutaba sobre
un espacio de estados independientes de los otros y la tinica conexién que existia
entre ellos era el inicio y final simultdaneo.

Sin embargo esta clase de programas compensa su sencillez en las demos-
traciones con su falta de utilidad. Justamente, el objetivo de la programacion
concurrente es que los procesos se comuniquen y sincronicen para realizar una
tarea y en particular para los programas paralelos la comunicacién y sincroni-
zacién se da por medio de variables compartidas.

Al introducir la posibilidad de que méas de una componente pueda modificar
el estado, se pone de manifiesto la importancia del no-determinismo en la forma
en que se ejecutaran las componentes del programa paralelo. El comportamiento
de entrada/salida depende de manera directa de este no-determinismo.

En el modelo de interleaving para ejecucion paralela, el no-determinismo es
usualmente asociado a un demonio, y a éste lo podemos pensar como el en-
cargado de decidir en cada paso cudl de los hilos de control de cada una de las
componentes podrd avanzar. Este serd el scheduler de las componentes para po-
nerlo en términos de sistemas operativos. En secciones posteriores veremos que
es necesario especificar el no-determinismo pues este afecta de manera directa
propiedades de nuestros multiprogramas.

Veamos un ejemplo donde se pone de manifiesto la relacién entre el compor-
tamiento entrada/salida del programa y la forma en que el demonio elige. El
texto de programa es el siguiente

[x:=0 || x:=x+2]

Dependiendo que asignacién se ejecute primero, el resultado podrd ser 0 o 2,
con lo que la propiedad de composicionalidad de entrada/salida que mostraban
los programas paralelos disjuntos ya no es vilida. En todo caso una anotacién
correcta del programa seria

{true}[x:=0 || x:=x+2]{z =0V 2 =2}

donde la postcondicion se ha debilitado para contemplar los dos posibles esce-
narios de ejecucion.
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Otro factor a tener en cuenta es el grado de atomicidad de los comandos.
En el ejemplo anterior supusimos que ambas instrucciones eran ejecutadas sin
interrupcién por parte del demonio. Sin embargo es perfectamente posible que
la asignaciéon x:=x+2 pueda ser interrumpida; no nos olvidemos que en una
miquina concreta el programa anterior puede ser traducido para su ejecucién
en uno equivalente a

[x:=0 || a:=x+2; x:=a]

debido a que, por ejemplo, la unidad de ejecucién no es capaz de realizar incre-
mentos directamente en la memoria.

Los tres interleavings o escenarios posibles arrojan tres resultados distintos,
por lo que la anotacién correcta ahora seria

{z =X}[x:=0]| a:=x+2; x:=a{z=X+2Vz=0Vvz=2}

donde la precondicién simplemente le asocia a x un valor arbitrario antes de
empezar la ejecucién.

El nuevo resultado surge cuando el demonio elige entrelazar las componentes
de forma, tal que escrito de manera serial seria

a:=x+2; x:=0; x:=a
Toda esta problemdtica se resume en el siguiente parrafo de [AO91]:

“Cualquier intento de entender paralelismo con variables comparti-
das comienza con la comprensién del acceso a las variables compar-
tidas y cualquier explicacion involucra la nocién de accion atémica”

En el programa anterior vemos nuevamente el fenémeno de la no-composicio-
nalidad. Los programas secuenciales x:=x+2 y a:=x+2; x:=a son equivalentes
pero los dos programas paralelos que se generan no presentan el mismo com-
portamiento entrada/salida.

Resumiendo, los programas paralelos con variables compartidas no tienen un
comportamiento composicional, por lo que no existe una regla bajo condiciones
triviales que a partir de especificaciones entrada/salida de cada componente
pueda determinar la especificacién entrada/salida de su composicién paralela.

2.4.1 No Interferencia y la Regla del Paralelismo

Todo el planteamiento anterior nos lleva, a buscar condiciones que sumadas
a la correccién de cada componente nos permita deducir el comportamiento
entrada/salida de la composicién paralela.

La solucién estd en el test de no interferencia propuesto en el trabajo de
Owicki-Gries, donde ademas de la correccién de cada componente secuencial se
pide que por cada asercién P de la proof outline de una componente y por cada
sentencia S con preasercién pre(S) de una componente distinta, la siguiente
tripla sea vélida®.

4En [Dij82] podemos ver una motivacién para la introduccién de estas triplas.
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{P A pre(S)}S{P}

En términos operacionales, esta tripla puede ser interpretada de la siguiente
manera: si iniciamos desde un estado que satisface P y pre(S), luego de ejecutar
S el estado de salida de la sentencia seguird cumpliendo con P. Es decir, el
ejecutar la sentencia S de otra componente no cambia o mejor dicho no interfiere
con el valor de verdad de P.

Supongamos ahora dos programas secuenciales anotados, donde ademés de
haber demostrado la correccién de las triplas de cada uno hemos demostrado la
invariancia o no interferencia de cada una de las aserciones de uno en el otro,
es decir si tenemos los programas con sus pruebas de correcciéon

{Pi}Ri{ Piy1}
{Qi}Si{Qit1}

y ademds las pruebas de invariancia

{PiAQ;}Ri{Q;}
{Qi A P;}Si{P;}

entonces sin importar cémo se ejecuten entrelazadamente un programa y el otro,
las aserciones de cada uno de ellos seguiran siendo validas.

Pidiendo este test de no interferencia entre las componentes hemos vuelto a
lo que sucedia con los programas paralelos disjuntos. Tenemos la condicién nece-
saria para concluir que el comportamiento entrada/salida del programa paralelo
es la composicién de los comportamientos entrada/salida de sus componentes
siempre y cuando las triplas generadas por el test sean demostrables.

La regla es la siguiente

{P1}51{Q1},++,{Pn}Sn{Qn} y no interferencia
(AL, PSS AL, @i}

Vemos que el antecedente pide dos condiciones: la correccién de cada una de
las componentes y la no interferencia. Normalmente a la primera se la conoce
como correccion local y a la segunda como correccion global.

paralelismo

Con el test de no interferencia estamos logrando que no importe que el
demonio cambie a otro hilo de control, pues si estaba en el programa P; a punto
de ejecutar S; entonces por correccién local el estado cumple con pre(S;) y
por més de que se cambie el hilo de control esta asercién seguird siendo véalida
gracias a la correccién global. Cuando eventualmente el hilo de control regrese,
su precondicién seguird siendo valida y la relacién {pre(S;)}S;{post(S;)} se
cumpliré.

Queda claro que este test contempla la interrupcién entre las sentencias S;
no en medio de ellas. Es decir, la regla condiciona que la sentencia, posiblemente
compuesta, sea ejecutada atOémicamente entre asercién y asercién. A los fines
de Owicki-Gries, la atomicidad estd dada por la proof outline.

No podemos dejar de notar la enorme cantidad de pruebas que involucra el
test de no interferencia, sin embargo en la mayoria de los casos éstas resultan
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triviales, y en secciones siguientes veremos técnicas para simplificar la tarea
de prueba. Ademds respecto a un razonamiento operacional puro, donde la
cantidad de “condiciones” (escenarios) a testear resulta exponencial, la regla
s6lo nos obliga a verificar una cantidad polinémica de “condiciones” (triplas)

A manera de ejemplo demostraremos la correccién del siguiente programa
paralelo, donde notamos que las aserciones de cada componente son més débiles
que lo que podria esperarse analizando cada componente por separado.

{P:z=0}]
{PL:z=0Vz=1}x:=x+2{Q1 :z =2V z =3} ||
{Po:x=0Vze=2}x:=x+1{Q2:2 =1V =3}
1{Q:z =3}

Primero probaremos que cada una de las componentes estd correctamente
anotada, y para esto tenemos que ver que las triplas

{r=0Vz=1}x:=x+2{z =2V 2z =3}
{r=0Vz=2}x:=x+1{z =1V =3}

son teorema, pero hay muy poco para demostrar pues éstas son consecuencia
directa del axioma de asignacidn.

Resta ver que las triplas generadas por el test de no interferencia también
son demostrables.
La invariancia de P; y ()1 respecto a la asignacién x:=x+1 estd dada por

{P1 A Py}x:=x+1{P; }
{Q1 AN Py }x:i=x+1{Q:1 }

mientras que la correccién global de P, y (Q2 se prueba con las triplas

{P2 A Pl}X:=X+2{P2}
{Q2 A P }x:=x+2{Q2}

Veamos que el primero es teorema utilizando el sistema deductivo propuesto
por Hoare

(z=0vz=1)A(z=0vVz=2)—>2x2=0, ooy = (o =T zr=1—->2z=0vz=1

{z=0vz=1)A(z=0Vz=2)}x:i=x+1{z =0V =1}

Usemos ahora las equivalencias de Dijkstra para mostrar la prueba de inva-
riancia de

{z=2Ve=3)A(z=0Vz=2)}x:=x+1{z =2V =3} =
[(z=2vz=3)A(z=0Vz=2)=>(z+1=2Vz+1=3)=
=2=(r=1Vz=2)

y esta ultima es verdadera, con lo que la terna resulta valida.

Las dos demostraciones que faltan son tan sencillas como éstas y no las
incluiremos.
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Finalmente como PyAP; =z = 0y Q1 AQ2 = z = 3, todas las condiciones de
aplicabilidad de la regla del paralelismo estdn dadas, por lo que tenemos nuestra
primera demostracién de un programa paralelo con variables compartidas. El
Unico requerimiento que debemos imponer a un modelo de ejecucién para que
la demostracién se refleje en él, es que las asignaciones sean atémicas.

2.4.2 Las Variables Auxiliares son Necesarias

Tomemos el siguiente programa paralelo, el que resulta de una pequefiisima
variacién del que hemos demostrado correcto.

[x:=x+1 || x:=x+1]

Claramente en un modelo donde los incrementos se supongan atémicos, si el
estado inicial cumple con x = 0 entonces el estado final hard verdadero x = 2.
Anotemos este programa de una manera similar al anterior para luego ver si las
triplas que pide como antecedente la regla de paralelismo pueden ser probadas.

{P:z=0}[
{Pr:x=0Ve=1}x:=x+1{Q1: 2 =1V =2}
{Py:z=0Vz=1}x:=x+1{Qy: 2 =1V z =2}
1{Q :z =2}
Como las componentes son totalmente simétricas, con ver la mitad de las
pruebas alcanza. La correccién local de {P; }x:=x+1{(); } sale de manera directa
con el axioma de asignacién y la regla de la consecuencia.

Para demostrar la correccién global de P; respecto a x:=x+1 tenemos que
ver que la tripla {P; A P2}x:=x+1{P;} se deduzca de la teorfa, es decir

{r=0vz=1}x:=x+1{z =0V =1}

pero esta tripla no es teorema pues no resulta vélida en el modelo y nuestra
teoria es consistente. Ademds, la conjuncién de las postcondiciones de las dos
componentes no implica la postcondicién global que buscamos.

Esta anotacién particular no nos sirve para demostrar la correccién, ;Pero
habrd alguna? La respuesta es negativa y llegaremos a un absurdo suponiendo
que tenemos predicados Py, P», Q1 y @2 que si hacen que el siguiente sea
teorema

{P:2=0} {Plxi=x+1{Q1} || {Po}x:=x+1{Q2}] {Q : z = 2}
Las condiciones que llevaron a esta tripla son

1. correccién local

(a) {Pr}x:=x+1{Q:}
(b) {PQ}X:=X+1{Q2}
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2. no interferencia
(a) {Pl A PQ}X:=X+1{P1}
(b) {P> A P}x:=x+1{Py}
(C) {Q1 A P2}X:=X+1{Q1}
(d) {@2 A Pi}x:=x+1{Q2}
3. regla de consecuencia
(a) z=0=>P AP
(b) QLNAQ2 =z =2
y supondremos ademds que var(P;) Uvar(Py) Uvar(Q1) Uvar(Q2) = {z}

Por (2a) y (2b) usando las equivalencias tenemos
[P1 APy, = (P1 A Pz)(l‘ =+ 1)]

que junto con (3a) forman las condiciones necesarias para que por induccién
podamos decir
Vr:0<z:P AP, (2.1)

Ahora por (1a) y (1b) tenemos que
[P1 AP, = (Ql A QQ)(.’E =+ ].)]

y como la precondicién vale para cualquier 0 < z por (2.1), entonces la post-
condicién cumplird con
VZ’ZISSIT:Ql/\QQ (22)

luego, por (3b) y (2.2) tenemos
Ve:1<z:2=2
lo cual resulta absurdo.

Notamos que (2c) ni (2d) fueron utilizados, pero al demostrar que el conjunto
de soluciones es vacio, restringir aiin més este conjunto no puede dar soluciones.

La clave estd en las variables auziliares. Veamos su definicién.

Definicién 2.2 (Variables Auxiliares) Sea AV un conjunto de variables que
aparecen en S sdlo en asignaciones z:=E, donde x € AV. Entonces AV se
denomina conjunto de variables auziliares.

El nombre de este conjunto de variables surge de que ellas no participan en
el flujo de control (no pueden estar en las guardas), y tampoco lo hacen en el
flujo de datos pues sus valores no son utilizados para asignar variables fuera de
AV.

Pero entonces si este conjunto de variables no participa en el flujo de datos
ni influye en el flujo de control, la siguiente regla adquiere sentido

% variables auxiliares
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donde S’ es un programa que tiene AV como conjunto de variables auxiliares,
P y @ son aserciones que no contienen variables libres de AV y S es el resultado
de borrar todas las asignaciones a las variables del conjunto AV. La condicién
que free(P) N AV = 0 puede ser relajada para evitar un paso mecdnico donde
lo primero que harfamos seria la asignacién de las variables auxiliares con sus
valores iniciales.

Nuestra teoria ahora es capaz de demostrar el programa que motivé la in-
troduccién de esta regla.
Si el siguiente programa anotado es teorema,

{r=0Ap=0Aqg=0}]
(p=0Az=p+qixpi=xrlifp=1Ac=p+g} |
{g=0Az=p+q}x,q:=x+1,1{g=1Az=p+q}
H{e=2Ap=1Aq=1} (2.3)

entonces tomamos {p, ¢} de todos los conjuntos posibles de variables auxiliares
y tenemos por la nueva regla que

{z = 0}[x:=x+1 || x:=x+1]{z = 2}

resulta finalmente teorema, de nuestra teorfa.

Para demostrar (2.3) necesitamos hacer una prueba muy al estilo de la pri-
mera que realizamos, por lo que suponemos que el lector podra completarla sin
inconvenientes.

Aunque el uso de variables auxiliares o variables fantasma —como también
se las conocen— se introdujo para los programas paralelos con variables com-
partidas, ellas también son necesarias para el caso de los programas paralelos
disjuntos, donde por ejemplo

{z = y}[x:=x+1]| y:=y+1|{z = y}

es valido en el modelo pero no es demostrable en la teoria sin la regla para
5

eliminacién de variables auxiliares®.

Probar el programa de los dos incrementos paralelos, requirié la introduccién
de dos variables nuevas. La demostracion es clara, pero todavia se puede pre-
guntar acerca del rol de las variables fantasma, y mas ain, se puede preguntar
si existe alguna forma sistematica de introducirlas.

Observando el programa aumentado con las variables p y g, ellas estan in-
dicando el paso por los incrementos; p indica si ya se efectud el incremento en
la primera componente y ¢ hace lo propio con la segunda. Con las variables
auxiliares estamos marcando el flujo de control del programa.

La teoria de Lamport [Lam77] lleva al extremo esta idea y cada componente
tiene un contador de programa que indica en qué lugar se encuentra el flujo de
control del programa, con lo que existe una manera sistemética de introducir
variables auxiliares.

Sin embargo el enfoque de Lamport es extremo en cuanto a que tenemos
toda la informacién del flujo de control. Con las variables auxiliares podemos

5La demostracién de este hecho, asi como otro ejemplo de incompletitud de las reglas para
programas paralelos con variables compartidas pueden ser encontrados en [AO91].
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marcar parcialmente este flujo, y asi evitar inundar nuestro programa con infor-
macién irrelevante®, ademds el uso medido de éstas parece ser conveniente para
la derivacién de multiprogramas utilizando Owicki-Gries.

2.4.3 EIl Modelo Subyacente

La regla de paralelismo serd consistente con el modelo subyacente de interleaving
siempre que éste respete la ininterrumpibilidad de las sentencias entre asercién
y asercion. Pero surge la pregunta de cuan alejado se encuentra este modelo de
la realidad, es decir del hardware que consta de varias unidades procesadoras
con algin espacio de memoria compartida. Lamentablemente el modelo reque-
rido dista del hardware convencional, donde lo dnico que podemos asegurar es
el acceso ininterrumpido o atémico a una variable de tipo simple (una localidad
de memoria), es decir, si dos 0 més procesadores ejecutando componentes de un
programa paralelo tratan de acceder simultaneamente a una variable comparti-
da, el hardware arbitra estos accesos serializdndolos en algin orden.
En un programa como el que sigue

[x:=1]| x:=2]

los resultados posibles se reducen a z =1V z = 2.

Si en cambio suponemos que los accesos a memoria no tienen atomicidad,
esto llevard a que este simple programa pueda devolver x =1V =2V =3,
y éste resulta el minimo grado de atomicidad para cualquier computadora di-
gital, es decir la referencia a bits. De més estd decir que un hardware que s6lo
garantice ininterrumpibilidad en acciones tan finas en su granularidad, resul-
ta poco conveniente tanto para los desarrolladores de hardware como para las
personas que utilizan este hardware para ejecutar programas que satisfagan sus
requerimientos.

La condicién que nos acerca al modelo real es la siguiente.

Definicién 2.3 (Sentencia de 1-acceso) una sentencia de I-acceso podrd
referirse a una sola variable compartida y esta variable podrd ocurrir a lo sumo
una vez dentro de ella.

Si todas las sentencias entre asercion y asercion de nuestro programa, paralelo
son de l-acceso, entonces habra un paralelo total entre el modelo de interleaving
que ejecuta atémicamente las sentencias entre asercién y asercion y el hardware
subyacente que brinda accesos ininterrumpidos a memoria. No importa cémo
se descompongan las sentencias para poder ser ejecutadas, ni si existe ejecucién
verdaderamente simultdnea o si ésta resulta serializada en algin aspecto, lo
fundamental es que cada acceso a memoria sea ininterrumpido para asi evitar
valores espireos en la memoria.

Ninguno de los programas que hemos presentado hasta ahora tiene todas sus
sentencias de 1-acceso y, aunque sepamos que el comportamiento entrada/salida
en la ejecucién real no serd el dado por las aserciones, es completamente vélido
realizar pruebas utilizando una atomicidad virtual. No es necesario que este-
mos atrapados en el grado de atomicidad brindado por el hardware pues hay

6Lamport no estuvo de acuerdo con esta idea [Lam88] y en [Cou90, 8.9.2.5.2] podemos ver
una reseiia general del tema.
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una relacién directa entre grado de atomicidad y facilidad de demostrar que el
multiprograma es correcto, resumiendo:

e a mayor grado de atomicidad més nos alejamos del hardware concreto
pero mas sencillas resultan las demostraciones.

e a menor grado de atomicidad més real resulta el programa pero en con-
trapartida la prueba se torna compleja.

2.5 Programas Paralelos con Variables Compar-
tidas y Sincronizacion

En la seccién anterior posibilitamos la comunicacién entre componentes de un
programa paralelo, en ésta completaremos las caracteristicas basicas agregando
un constructor que nos provea de algin mecanismo de sincronizacion.

La sincronizacién surge como la necesidad de limitar el grado de no-determi-
nismo que posee un programa paralelo. El mecanismo propuesto serd el de
region atomica condicional.

Ahora tenemos una nueva cldusula para generar programas que se agrega a
las ya dadas:

S::=skip

| await B then Sy constructor de sincronizacién

donde B es una expresién booleana y Sy una sentencia que no contiene await.

La seméntica de este constructor dice que mientras B sea falso, esta sentencia
no es elegible para ser ejecutada y en caso de darse que B evalia a verdadero en
el estado actual, la sentencia S se ejecuta de manera atémica con la evaluacién
de la guarda.

Nuestro nuevo constructor bloquea la componente a la cual pertenece mien-
tras la condicién booleana no sea verdadera, y ésto introduce un nuevo problema
cuando un subconjunto de componentes se encuentran bloqueadas en una con-
dicién que permanecerd invariantemente falsa, por més de que las otras compo-
nentes activas progresen y eventualmente terminen. Vimos un ejemplo de esto
en la solucién 4 de la seccién 1.2.

Se denomina a este estado de deadlock y es deseable que los programas
paralelos muestren la propiedad de deadlock freedom. En secciones siguientes
veremos cOmo atacar este problema y ademads describiremos posibles comporta-
mientos del demonio en relacién al constructor de sincronizacién.

Notamos ademds que este constructor carece de sentido si no se encuentra
dentro de un contexto que involucre paralelismo, pues si tenemos sincronizacién
en un programa secuencial y la condicién es falsa cuando el flujo de control
llega a un await, entonces ésta lo seguird siendo infinitamente pues no hay
otras componentes que puedan cambiar el estado y permitir el progreso de la
computacion.
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La regla de correcciéon parcial para este constructor es

{PAB}S{Q}

{P}await B then 5107 sincrontzacion

Notamos que presenta la misma regla que el constructor de seleccién para el
caso de una sola guarda, es por esto que suele sobrecargarse el if. . . fi asumiendo
la semantica de ambos, es decir de seleccién y sincronizacion. Para esto debemos
especificar que un constructor alternativo que no tenga alguna guarda que evalie
a verdadero no serd elegible por el demonio, y la componente que la contiene
(estamos de nuevo suponiendo que se encuentra en un contexto de paralelismo)
permanecera bloqueada.

El dnico punto ambiguo es que en el await suponemos ininterrumpible la
evaluacién de la condicién o guarda junto con la ejecucion de la sentencia aso-
ciada. En el constructor de seleccién ésto sélo se cumplird si éste no contiene
aserciones intermedias.

Para remediar esta situacién podemos hacer explicito en nuestro programa
el deseo de ejecutar un sentencia de manera atémica, mediante el constructor
de atomicidad virtual

S::=skip

| <So> constructor de atomicidad virtual

con Sy que no contiene constructores de atomicidad virtual.

Con este nuevo constructor podemos plantear las siguientes equivalencias

<if B— S fi> = await B then S

<S> = await True then S

Un caso basico del constructor de sincronizacion escrito como seleccién es
de mucha utilidad y recibe el nombre de skip guardado

<if B — skip fi> = await B = [B]

donde éste evita el progreso hasta que la condicién dada en la guarda sea ver-
dadera.

De todas las posibilidades usuales para lograr sincronizaciéon entre compo-
nentes, se eligié una que resulta primitiva, pero a la vez potente y flexible, a
tal punto que las otras primitivas de sincronizacién como semaéforos, regiones
criticas y monitores pueden ser expresadas en funcién de nuestra regién atémica
condicional.

Lamentablemente no es posible lograr una implementaciéon més eficiente de
nuestro constructor que el busy waiting, y usualmente se trata de disefiar o
transformar los programas para que estas regiones atémicas condicionales pue-
dan ser implementadas utilizando mecanismos de sincronizacién que si resultan
eficientes, a menos que en el contexto dado esta implementacién si resulte con-
veniente”.

"En [MCS91, sec.1] podemos encontrar razones que validan el uso del busy waiting en
implementaciones de primitivas de sincronizacién para computadoras MIMD con memoria
compartida.
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2.6 Técnicas para Reducir la Cantidad de De-
mostraciones

Veremos ahora teoremas validos en el cdlculo propuesto que simplifican en gran
medida la tarea de probar la no interferencia. Las nuevas reglas que daremos
no agregan nada al calculo, sélo nos brindan atajos en las demostraciones de
correccién global.

2.6.1 Invariantes Globales

Un invariante global serd una asercién que puede ser puesta en conjuncién con
todas las aserciones de un programa paralelo. Como estd en todos lados es
usual adehrir a la convencién de escribirlo una sola vez, como una nota aparte
del texto del programa.

A manera de ejemplo, el programa (2.3) de la pagina 26 puede ser ligeramente
transformado agregando el predicado z = p + ¢ como conjuncién a la pre y
postcondicién de todo el programa. Este programa también es correcto, pero
ahora £ = p + ¢q cumple con la definicién de invariante global, y lo reescribimos
convenientemente.

Inv:z=p+gq

{x=0Ap=0Ag=0}]
{p=0}x,p:=x+1,1{p=1} |
{g =0}x,q:=x+1,1{qg = 1}
J{e=2Ap=1Ag=1}

El punto importante es que los invariantes globales no requieren que hagamos
el test de no interferencia, o mejor dicho, demostrando la correccién local del
invariante también estamos demostrando su correcién global.

Supongamos que tenemos el invariante H con su correccién local demostrada,
entonces para ver que este predicado no es interferido por una sentencia S de
otra componente, tenemos que ver que la tripla

{pre(S) AN H}S{H}

es teorema, pero esto ya ha sido demostrado en la prueba de correccién local de
la componente en donde estd S.

Operacionalmente podemos ver que el test de no interferencia no es necesario
para los invariantes globales, pues todas las componentes cumplen con ellos, y
por lo tanto ninguna lo falsificara.

Para el programa anterior las triplas a probar son:
1. Invariante global

(a) {InvAp=0}x,p:=x+1,1{Inv}
(b) {InvAq=0}x,q:=x+1,1{Inv}

2. Correccién local
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(a) {p=0}x,p:=x+1,1{p=1}
(b) {¢=0}x,q:=x+1,1{q =1}

3. Correccién global

(a) {p=0A¢g=0}x,q:=x+1,1{p =0}
(b) {p=1Aqg=0}x,q:=x+1,1{p=1}
(¢) {¢=0Ap=0}x,p:=x+1,1{q = 0}
(d) {¢g=1Ap=0}x,p:=x+1,1{¢ =1}

En este caso, la cantidad de triplas a probar es mayor, pues se agregan las
dos relacionadas con el invariante. Sin embargo la complejidad involucrada en
cada una de las pruebas resulta menor. Este fenémeno se nota claramente en las
triplas del test de no interferencia, donde siempre tenemos que el conjunto de
variables modificadas por la sentencia es disjunto al conjunto de variables libres
de predicado que necesitamos ver que es invariante. En la siguiente subseccién
veremos esto con mas detalle.

Las demostraciones de estas ocho triplas son directas y dejamos que el lector
se convenza de su validez.

2.6.2 Regla de Ortogonalidad

Si tenemos un predicado P y una asignacién x:=E tal que
x ¢ free(P)
entonces podemos asegurar que
{P}x:=E{P} ortogonalidad

La demostracién de este hecho se basa en que wip(x:=E).P = P(z := E) y
P(z := E) = P cuando z ¢ free(P).

Sélo estamos diciendo que P permanece invariante si sus variables no se
modifican.

Con esta regla y la de la consecuencia probamos ficilmente las ternas de
correccién global del dltimo ejemplo.

Aunque éste y otros resultados parezcan triviales, son ampliamente utilizados
y la experiencia muestra que es 1til tener un nombre para un fenémeno que se
repite frecuentemente.

2.6.3 Regla de Widening

Esta también habla de la invariancia de un predicado en presencia de una asigna-
cién, sélo que en este caso la variable modificada si forma parte de las variables
libres del predicado. El punto es cémo poder asegurar que esta asignacién no
falsifica el predicado.

Si tenemos una relacién transitiva <y E es una expresién donde x no ocurre
entonces podemos dar la regla

P=z<f.x
{PAE=z}x:=f .X{E=<z}

widening
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Como {PAE <L z}x:=f.x{E {2} =PAE <z = FE < f.u, y este dltimo
predicado es vélido si se da el antecedente de la regla, vemos como ésta resulta
valida.

Normalmente diremos que la asignacién “hace més verdadero” o “valida” el
predicado. Triplas demostradas con esta regla podrian ser

{P A b}b:=True{b}
{PAz < K}x:=x-1{z < K}

donde en la primera <==>, mientras que la segunda <=>

2.6.4 Regla de las Aserciones Disjuntas

Cuando tenemos un predicado P cuyo espacio de estados es disjunto al que
requiere como precondicién una sentencia S de otra componente, entonces la
sentencia no interfiere con el predicado. La regla es la siguiente

% aserciones disjuntas

y surge del hecho que {false}S{P} es teorema para cualquier S y P.

Operacionamente, suponiendo la correccién de la anotacion, podemos enten-
der esta regla como que no es posible que las sentencia S esté para ejecutarse en
un estado que satisfaga P. Es decir, no puede darse el caso de que ambas sen-
tencias estén habilitadas para ejecutarse al mismo tiempo, pues sus condiciones
de inicio son disjuntas.

2.7 Terminacién, Progreso, Deadlock Total y la
Multicota

Todo lo hecho hasta ahora tuvo como propédsito demostrar la correccién parcial
de los programas paralelos con variables compartidas y sincronizacién. Nada
se hablé acerca de terminacién y sélo lateralmente se mencioné el problema del
deadlock.

Es posible extender la teoria dada hasta ahora a fin de poder garantizar dos
propiedades de seguridad (safety properties) fundamentales: divergence freedom
o terminacién y deadlock freedom. La primera asegura la ausencia de computa-
ciones infinitas, mientras que la segunda afirma que no habra bloqueos infinitos.
La correccién parcial junto con estas dos propiedades forman la denominada
correccion total.

Esta correccién total sélo habla del subconjunto de programas que terminan,
y excluye cosas tan usuales como sistemas operativos y protocolos de comuni-
cacién cuyas computaciones son divergentes por definicién. En estos casos, la
nocion de terminacion ya no es valida y se reemplaza por la de liveness o pro-
greso. Demostrar esta propiedad no estd al alcance de nuestra teorfa, por lo que
apuntaremos a pruebas semi-formales.
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2.7.1 Correccién Total
Divergence Freedom o Terminacion

El primer aspecto a tener en cuenta es la divergencia y ésta sélo puede ocurrir
en presencia de programas que incluyan constructores de repeticién.

Para los programas secuenciales no-deterministicos, el acercamiento usual
para demostrar la ausencia de divergencia es la inclusién de expresiones de cota
para las repeticiones. A cada bucle se le asocia una expresién entera t y se
demuestra que en cada iteracién esta cota decrece estrictamente y ademés ¢t = 0
implica que todas las guardas son falsas y por ende el bucle termina.

La regla del do.. . od se ve modificada para asegurar estas condiciones

Vi{P/\Bi }S,’ {P}, Vi{P/\Bi /\t:C}Si{t<C}, P/\t:0:>Ai_|Bi
{P}doB;—5,0..-0B, —+5,0d{PA=(B1A--ABy,)}

Sin embargo cuando el constructor de repeticién estd dentro de uno de com-
posicién paralela, para poder asegurar que las cotas sigan siendo decrecientes
tenemos que modificar el test de interferencia, a fin de que las otras componentes
ademés de no interferir en la correccién local de las aserciones no incrementen
las cotas de los lazos.

Ahora el test de interferencia pide ademds que dado el lazo W con cota t,
que otras componentes pueden interrumpir, todas las sentencias S de las otras
componentes deben cumplir:

{t =C Npre(S)}S{t < C}

Deadlock Freedom

Es ahora el turno de ver que es lo que se necesita para asegurar la ausencia de
deadlock.

Las componentes de los programas paralelos que incluyen constructores de
seleccién con guardas no exhaustivas, usualmente resultan bloqueadas y desblo-
queadas a lo largo de la computacién. Cuando algin subconjunto de compo-
nentes se bloquea de manera permanente (por mas que las otras componentes
avancen y en algiin momento terminen) diremos que se estd en un estado de
deadlock. Llegar a este estado es poco deseable y el objetivo serd dar condicio-
nes necesarias para asegurar deadlock freedom.

El siguiente método estd incluido en la tesis de Susan Owicki y se basa en
enumerar todas las situaciones de deadlock potencial y luego demostrar que
ninguna de ellas puede ocurrir.

Llamaremos a la tupla (Ry,---,R,) un deadlock potencial del programa
paralelo S =[S || - - - || Sn] cuando cada R; es una sentencia if. . . fi 6 el simbolo
FE que denota la sentencia vacia y significa la terminacién de la componente.
Ademis se pide que haya al menos un R; distinto al programa vacio.

Con cada una de las ternas {P;}S{Q;} de la proof outline de cada com-
ponente generamos tuplas de aserciones (r1,---,7,) asociadas a cada deadlock
potencial donde

ri = { g«e(R,-) A-(V;Bi) si Ri=if O;Bi - Si f
i C.C.
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Entonces si logramos demostrar - A, r; para cada tupla (ry,---,r,), habre-
mos dado condiciones suficientes para que cada uno de estos deadlocks poten-
ciales no ocurran, pues alguna de las selecciones siempre podré continuar.

Hay dos tipos de tuplas en las que la condicién resulta verdadera de manera
directa

e Cuando un R; es un constructor de seleccién que tiene guardas exhausti-
vas, es decir que se da \/, B;.

e Cuando un R; es la sentencia vacia E y la postcondicién @Q; es falsa debido
a que la componente no termina.

2.7.2 Progreso

Con todo lo anterior tenemos la correccién total, sin embargo sélo estamos ha-
blando de programas que terminan. Cuando tratamos con programas paralelos
que no lo hacen, la premisa de libertad de divergencia no se puede cumplir
y usualmente es reemplazada por la nocién de progreso de cada componente.
Lamentablemente existen dos problemas fundamentales:

e Resulta dificil definir esta nocién dentro de nuestro formalismo “a la
Hoare”.

e El problema de progreso o liveness en toda su generalidad es uno de los
problemas denominados dificiles en las Ciencias de la Computacion

El enfoque general involucra utilizar ldgicas temporales para demostrar
no-deadlock, no-inanicién individual y no-bloqueo “después de usted, después
de usted” entre otros, ademéds de tener que incluir en la discusién el concepto
de fairness para limitar, o mejor dicho, para especificar el no-determinismo de
las computaciones paralelas.

Nosotros manejaremos argumentos semi-formales, pero totalmente riguro-
sos. Probaremos progreso para una familia de multiprogramas frecuentemente
aparecen. Para el resto, deberemos definir mediante aserciones qué entendemos
por progreso en cada caso y mostraremos que éstas resultan validas. So6lo esta-
remos diciendo que ciertas propiedades se cumplen, y que dichas propiedades,

en alglin sentido, reflejan para nosotros el significado de progreso®.

2.7.3 Deadlock Total y la Multicota

Ahora veremos un caso especial donde podemos demostrar progreso en la com-
posicién paralela de componentes secuenciales que no terminan.

Como deadlock total entenderemos la situacién en que todas las componentes
estan bloqueadas esperando una condicién. Como ninguna componente puede
progresar, el estado resulta estable y por lo tanto el bloqueo es infinito. Sea cual
fuere nuestra nocién de progreso, estd claro que el deadlock total va en contra
de ella.

En el test de deadlock freedom dado anteriormente, cuando todas las com-
ponentes paralelas no terminan, sus postcondiciones @); son falsas y cualquier

8Y esto es exactamente lo que hace [vdS94, sec.8] con los zeno invariants.
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tupla de deadlock potencial que incluya el programa vacio serad trivialmente
verdadera. Entonces, nuestra tarea consistird en enumerar los deadlocks po-
tenciales (Ry,-- -, R,) donde todos los R; son constructores de seleccién, y por
cada uno demostrar que

/\ pre(R;) = \/B]’

i

0 equivalentemente

/\pre(Ri) = \/ B;
i i

es decir, dadas la conjuncién de las precondiciones de las guardas, alguna de
éstas resulta verdadera y el multiprograma puede continuar en al menos una
componente. Aclaramos que la expresién anterior es una reescritura de la con-
dicién de deadlock freedom de la seccién 2.7.1.

Ahora supongamos que las componentes estdn acopladas de tal manera que
avanza una si y solo si avanzan todas. Una forma de probar esto es encontrar
un invariante global de la forma

1 S.’E2+K1/\JL‘2S.’L‘3+K2/\"'/\Z‘n§$1+Kn

siendo z; una variable privada de S; y K; una constante natural.

Entonces si nuestra nocién de progreso en cada componente estd asociada al
incremento de su variable x;, tendremos que el progreso de cualquier componente
implica el progreso de todas.

Si podemos demostrar la ausencia de deadlock total y ademads tenemos la
existencia de una multicota, entonces el progreso de todas las componentes
estard asegurado.

Aunque el caso resulta completamente particular, ayuda en una clase de
problemas comunes y serd utilizado para demostrar progreso en algunos de
nuestros algoritmos paralelos.

2.7.4 Fairness

Nuestros programas paralelos presentan un alto grado de no-determinismo, pues
por un lado tenemos el de las guardas y por el otro el del paralelismo. Cier-
tamente existen casos en los que el no-determinismo debe ser limitado a fin de
poder asegurar propiedades que van mas all4 de la correccién parcial, como lo
son el progreso, la ausencia de deadlock parcial, la asignacién de prioridades,
la, ausencia de bloqueo “después de usted, después de usted” y la inanicién
individual.

Usualmente este no-determinismo estd asociado a un demonio, por lo que el
concepto de fairness se aplicard a la forma que este demonio elige.

Existen basicamente dos variantes para este concepto: weak fairness y strong
fairness y ademds la manera de expresarlo cambia dependiendo si se aplica al
no determinismo del paralelismo o al de las guardas.

Introduzcamos mediante ejemplos estas cuatro variantes.
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Cuando dijimos en la seccién 1.2 que la solucién 3 no era vélida, estdbamos
suponiendo que el demonio no era siquiera weakly fair

Definicién 2.4 (weak fairness — paralelismo) El demonio elige de tal for-
ma que a la larga todas las componentes son escogidas infinitas veces, o equiva-
lentemente, ninguna componente es ignorada de manera permanente.

Béasicamente estamos diciendo que las componentes progresan a una veloci-
dad no especificada pero positiva y esta es una condicién que siempre supon-
dremos que cumple el demonio.

En el siguiente ejemplo, la weak fairness no alcanza para asegurar el progreso
de la primera componente de la composicién paralela.

a:=false;[if a — skip fi || do true — a:=true; a:=false od]

La guarda a es infinitas veces verdadera e infinitas veces falsa, pero si nuestro
demonio weakly fair siempre elige la primera componente cuando la condicién
es falsa, no habrd progreso en ésta.

Definicién 2.5 (strong fairness — paralelismo) El demonio activa infini-
tas veces una componente blogueada en una guarda que se hace verdadera infi-
nitas veces.

Restringiendo de esta forma el no-determinismo de la composicién paralela
aseguramos que el ejemplo anterior progresa en su primera componente.

Para el caso del no-determinismo en las guardas de un programa en el len-
guaje de comandos guardados, las situaciones son més o menos similares.

En el siguiente programa vemos que la terminacién no estd garantizada a
menos que el demonio elija alguna vez la segunda guarda.

a:=False;
do
—-a — skip
O —-a — a:=true

od

Para que termine deberemos pedir weak fairness

Definicién 2.6 (weak fairness — guardas) Todo comando guardado de un
constructor de repeticion do. .. od cuya guarda se habilita de manera continua
en algiin momento, resulta elegida infinitas veces.
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Mediante otro ejemplo veamos que con la condicién anterior no nos alcanza
en general para asegurar progreso.

a:=False;
b:=True;
do

—a — b:=—-b
O —-a A b — a:=true
od

Claramente si cada vez que ambas guardas estdn activas, el demonio elige
la primera, a serd constentamente falsa y nuestro programa no terminard. Si
ahora en cambio, nuestro no-determinismo para elegir las guardas estd limitado
por la strong fairness, la terminacién de este tltimo texto de programa queda
asegurada.

Definicién 2.7 (strong fairness — guardas) Todo comando guardado que
es habilitado infinitas veces, serd activado infinitas veces.

Las nociones de fairness tanto para paralelismo como para programas secuen-
ciales no-deterministas, pueden ser unificadas mediante la transformacién de
programas paralelos en programas secuenciales no-deterministicos. En [AQ91,
sec.7.6] se propone una transformacién de este estilo, que claramente unifica
ambas formas de expresar fairness.
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Capitulo 3

Derivacién de programas
Paralelos
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3.1 Introduccién

Lo que hemos presentado hasta ahora es la teorfa de Owicki-Gries , que resulta
una extensién de la logica de Hoare para tratar con programas paralelos. En
ella, ademds de la correccién pre-post pedida en la légica de Hoare, que aqui
se denomina correccién local, se pide la correccién global o no-interferencia.
Usualmente la teorfa de Owicki-Gries se resume en el siguiente pérrafo:

Cada asercion es establecida por la componente en la que ocurre y
es preservada por las sentencias atdmicas de todas las otras compo-
nentes

También mostramos cémo podemos reducir la cantidad de demostraciones a
realizar recurriendo a nuevas reglas que engloban en una sola referencia demos-
traciones sencillas, que resultan muy frecuentes en la verificacién de multipro-
gramas.

Sin embargo poco se dijo acerca del cardcter “a posteriori” de la teoria, es
decir que ella nos permite, dado un un programa decorado con aserciones, decir
si estas tdltimas resultan correctas o no. De dénde se sacé el programa junto
con sus anotaciones, no resulta para nada relevante a la teorfa.

Este no es un problema menor, pues dado un programa paralelo, usualmente
resulta bastante dificil inventar aserciones que por un lado resulten correctas y
por el otro sean relevantes a las propiedades que deseamos probar.

La respuesta a este problema estd en imitar lo hecho por Dijkstra en el desa-
rrollo estructurado de programas secuenciales. Teniendo como base la teoria de
Owicki-Gries, la escuela de Eindhoven disené una metodologia que nos permite
paso a paso, en demanda y de manera sistemdtica, construir multiprogramas
anotados que cumplan con nuestras especificaciones iniciales.

Teniendo en cuenta lo fuerte y establecida que es esta area en la programa-
cién secuencial, es de esperar que se obtengan buenos resultados con su extensiéon
a multiprogramas

Antes de mostrar esta metodologia con todo el detalle, veremos algunas
transformaciones que resultan ttiles en el proceso de derivacién asi como varios
teoremas. Para finalizar la seccién, mostrartemos dos técnicas que son muy
utilizadas en las derivaciones.

3.2 Transformaciones y Teoremas
Brindaremos en esta seccién una serie de herramientas tedricas que nos ayudaran

en el proceso de derivacién de multiprogramas.

3.2.1 Transformacion de Leibniz

Con esta regla podemos cambiar la expresion de una asignacién siempre que ha-
yamos probado la igualdad de las expresiones en la asercién previa a la sentencia.
Es decir, el fragmento de programa/prueba

{E =F}x:=E
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puede ser transformado a
{E = F}x:=F

sin modificar la correccién del multiprograma anotado.

Para validar esta afirmacién sélo tenemos que ver que toda prueba que in-
volucre el fragmento original puede ser transformada en una que contenga la
asignacion cambiada sin modificar la prueba.

Una prueba con la asignacién original tendrd la forma

{PAE = F}x:=E{Q}
y esto por definicién de wlp o por las equivalencias, resulta
PANE=F= Q[z:=E]
Pero esta, por regla de Leibniz del calculo proposicional, es equivalente a
PANE=F= Q[z:=F]
y de nuevo por las reglas de equivalencia podemos llegar a

{PAE = F}x:=F{Q}

3.2.2 Transformacion de Debilitamiento de Guarda

Si tenemos un fragmento de programa correctamente anotado de la siguiente

forma,
{B}if BAC — S fi

lo podemos cambiar por
{B}Hf C— Sfi

manteniendo la correccién.

Para demostrar este hecho tenemos que ver que toda prueba que involucre
este fragmento es de la forma

{PAB}if BAC — S fi{Q}

por lo que anteriormente hemos tenido que demostrar el antecedente de la regla
de seleccién
{PABABAC}S{Q}

y esto es suficiente para concluir
{P A B}if C — S fi{Q}

luego nuestra transformacién resulta valida.
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3.2.3 Transformacion de Fortalecimiento de la Guarda
El fragmento de programa
if B> SAfi

puede ser reemplazado por
{C=B}ifC—>Sfi

sin modificar la correccién de la prueba, siempre que hayamos demostrado la
correccién local y global de la preasercién C' = B. Veamos la demostracién.

Cada prueba del fragmento de programa original es de la forma
{P}if B = S fi{Q}
entonces el antecedente

{P A B}S{Q}

debe ser valido. Utilizando la regla de la consecuencia tenemos que de lo anterior
se deduce
{PABAC}S{Q}

Reescribiendo la precondicién esta regla es equivalente a
{PA(C = B)AC}S{Q}
de la que se deduce por la regla de la seleccién
{PA(C= B)}if C — S fi{Q}

Y como por hipdtesis tenemos la correccién local y global de la precondicién
C = B, esto resulta valido dentro del contexto que estaba la sentencia original.

Un caso particular, pero muy ttil, dice que el siguiente fragmento de cédigo
correctamente anotado
{C=B}if B> Sfi

puede ser reemplazado por
{C=>B}ifC—>Sfi
sin modificar la correccién de la prueba.

Un punto a destacar de esta transformacién es que, aunque resulta trans-
parente respecto a la correccién parcial, puede hacer peligrar el progreso. La
guarda es mas fuerte y por lo tanto mayor es el espacio de estados que produce
bloqueo.

Un caso extremo es cuando fortalecemos a tal punto la guarda que reempla-
zamos de manera totalmente valida el fragmento

ifB>Sfi

por
{false = B}if False —» S fi

donde la correccién parcial se mantiene, pero ahora nuestro programa carecerd
de posiblidades de progresar en la componente que contiene la transformacién.

Finalmente diremos que esta transformacién es muy utilizada para reducir el
grado de atomicidad, desacoplando multiasignaciones de variables compartidas.
En la seccién 3.4.2 se verd esta técnica en detalle.
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3.2.4 Transformacién de la Conjuncién de Guardas

Si reemplazamos el fragmento de programa
{P}if BAC — S fi{Q}
por la secuencia de acciones atémicas
{P}if B — skip fi;{P A B}if C — S fi{Q}

entonces se preserva la correccién de la prueba siempre que la asercién interme-
dia {P A B} se pruebe globalmente correcta.

Veremos como el reemplazo surge desde el fragmento original aplicando al-
gunas de las transformaciones vistas anteriormente.

Si agregamos un skip guardado que siempre se satisface, no modificamos
nada, pues éste resulta equivalente a un skip.

{P}if True — skip fi{ P}
{P}if BAC — S i{Q}

Como B = true es universalmente véalido, podemos usar el fortalecimiento de
la guarda y obtener

{P}if B — skip fi{P}

{P}if BAC — S i{Q}

Luego resulta directo ver que si adjuntamos B a la asercién intermedia P, esta
resulta local y globalmente correcta. La parte local esta dada por el skip guar-
dado, mientras que la global es una de las condiciones de aplicabilidad de la
transformacién. Entonces tenemos

{P}if B — skip fi{P}
{PAB}if BAC — S i{Q}

Finalmente por el teorema de debilitamiento de la guarda, llegamos a la equi-

valencia
{P}if B — skip fi{P}
{P A B}if C — S i{Q}

Como se apuntd anteriormente las pruebas de correccién de multiprogramas
con fino grano de atomicidad resultan complicadas. Esta transformacién reduce
el grado de atomicidad de una forma casi gratuita, pues solamente debemos
probar la correccién global de una nueva asercion.

Teoremas como éste escasean, y serd una practica comun tratar de que nues-
tros programas cumplan las condiciones de aplicabilidad a fin de poder utilizarlo
para reducir el grado de atomicidad.

3.2.5 Modus Ponens para el Skip Guardado

Este teorema dice que si en el siguiente fragmento de programa

{B = C}if B — skip fi{C}
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la preasercién B = C' es correcta, entonces la postasercién {C'} serd localmente
correcta.

La prueba resulta de la aplicacion de la deficién del wip para el constructor
de seleccidon y la regla del modus ponens de la légica.

Un corolario inmediato nos dice que en
if B — skip fi{B}
la postcondicién {B} es localmente correcta.

La utilidad de este teorema reside en que podemos asegurar condiciones loca-
les a partir de condiciones globales como puede ser una implicacién invariante.
El corolario nos permite hacer localmente correcta una asercién mediante la
introduccién de un constructor de seleccién que actia como primitiva de sincro-
nizacion.

3.2.6 Debilitamiento de la Asercién

Dado un multiprograma anotado, si P es una asercién correcta y
[P = Q]

entonces ) también lo sera.

La prueba resulta inmediata de la interpretacién operacional de las aser-
ciones. Si en cierto punto, el estado de nuestro multiprograma cumple con un
predicado, entonces este estado hard verdadera cualquier condicién més débil.

La utilidad de este teorema reside en que durante la derivaciéon de un mul-
tiprograma, resulta usual fortalecer las aserciones. Cuando finalmente llegamos
a demostrar todo el multiprograma, la soluciéon que encontremos servird para el
problema original con aserciones mas débiles.

3.2.7 Topologia de Programas

Bajo este nombre se agrupan varios teoremas que prueban la correccién de
aserciones que resultan evidentes de la “forma” que tiene el multiprograma.
Solamente veremos uno de ellos, aunque debemos remarcar que existe toda
variedad en este respecto.

Dado el siguiente multiprograma que es general en cuanto al nimero de
componentes’, el teorema entonces dice que el invariante asf como las aserciones
0 < x de cada componente son correctas.

Pre: x=0
Inv: 0<x

Comp.i: do True — x:=x+1;

{o<x}
x:=x-1

od

1 Aunque se ha usado una notacién alternativa para mostrar un multiprograma con sus
aserciones, queda claro como se relaciona con la forma que veniamos utilizando.
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Para ver que esto es cierto, centremos nuestra atencién en el siguiente mul-
tiprograma

Pre: Vi::c.i=0

Inv: Vi::0<c.i

Comp.i: do True — c.i:=c.i+1;
{1<c.i}
c.i:=c.i-1

od

donde c.i es una variable local a la componente i-ésima. Demostremos la co-
rreccién del invariante y de las aserciones intermedias.

Para ver que el invariante es correcto sélo nos basta con probar su correcciéon
local y que este resulte valido en la precondicién. Esto tdltimo se da de manera
inmediata pues ¢.i = 0 = 0 < c.i. La sentencia c.i:=c.i+1 lo mantiene por la
regla del widening, y en el caso de c.i:=c.i-1, podemos ver rdpidamente que

{Inv Al <ci}c.ir=c.i-1{Inv}

siempre que supongamos que 1 < c.i es una asercién que resulta valida. Asegu-
remos esto ahora.

Como wip.(c.i:=c.i+1).(1 < ¢i) = 0 < ¢4, y esto es consecuencia del
invariante, hemos probado lo que querfamos.

Ahora unimos los dos programas y mediante el nuevo invariante establecemos
la relacién entre ellos.
Pre: x=0 A Vi::c.i=0
Inv: Vi::0<c.i A x=) i::c.i A 0<x
Comp.i: do True — x,c.i:=x+1,c.i+l;
{1<c. i} {0<x}
X,c.i:=x-1,c.i-1

od

El invariante agregado resulta vélido en la precondicién y claramente es
mantenido por las dos multiasignaciones. Ademads nos permite concluir que el
invariante 0 < z es valido, asi como la asercién intermedia 0 < .

Para terminar la prueba basta con notar que {c.i} es un conjunto de varia-
bles auxiliares y por regla correspondiente podemos llegar al programa-teorema
inicial.

3.3 Dos Ejemplos

El objetivo de esta seccidn serd, a través de dos ejemplos sencillos, proponer un
estilo de derivacién de multiprogramas.

Primero derivaremos un algoritmo muy simple que sincroniza la ejecucién
repetida de dos componentes. Luego nos avocaremos a la tarea de derivar el
algoritmo de la busqueda lineal paralela que nos sirvié de motivacién en la
introduccién de este trabajo. Esto dltimo nos permitird ver claramente las
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ventajas del desarrollo estructurado de programas frente al enfoque intuitivo
que se planteaba en la seccién 1.2.

A lo largo de ambos ejemplos introduciremos notacién y nomenclatura,
ademads serdn resaltadas heuristicas que nos guiarin en el desarrollo.

3.3.1 Sincronizacion de Fase

La motivacién para este problema es mantener sincronizadas dos componentes
que se ejecutan ciclicamente en paralelo, evitando en todo momento que una se
adelante a la otra en mas de un ciclo.

Tenemos dos componentes de la siguiente forma:

Comp.A: do Comp.B: do
True — bodyA True — bodyB
od od

El siguiente paso serd transformar este c6digo para que podamos poner nues-
tro requerimiento de sincronizacién en términos de aserciones, a fin de poder
trabajarlas con la teoria de Owicki-Gries.

Agreguemos dos variables, a y b, que contaran la cantidad de veces que cada
cuerpo se ejecuta. Obviamente pedimos que el espacio de estados de bodyA y
bodyB sea ortogonal al espacio generado por {a, b}.

Nuestro requerimiento de sincronizacién entonces estard dado por el predi-
cadoa <b+1Ab<a+1,ycomo nada importa lo que hagan los cuerpos de
las componentes A y B, los eliminamos de la discucion a fin de quedarnos con
lo esencial a nuestro problema.

Ademaés supondremos que en el inicio de la computacién paralela, las varia-
bles a y b son iguales aunque de valor desconocido.

La siguiente especificacién resume lo que decimos.

Pre : a=b>b
Inv : a<b+l A b<a+tl
A: x[ a:=a+1 ] B: *[ b:=b+1 ]

Promesa: - Sélo los incrementos modifican a y b.

Notacion *[ A ] = do True — A od

Con la promesa indicamos explicitamente una condicién que queremos man-
tener a lo largo de toda la derivacidén, y en este caso es la ortogonalidad de
cualquier cosa que hagamos o agregemos respecto a las variables que cuentan la
cantidad de ciclos. Nada nos impide leerlas.

Entonces esta tltima serd nuestra computation proper? que representa el
punto de partida de la derivacion y ademdas marca la estructura general la cual
no podrd ser modificada, y por lo tanto serd la que tenga la solucion.

2Esta expresién significa “la computacién en si misma”.
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El invariante expresado anteriormente es una asercién que todavia no ha
sido probada. El objetivo de ahora en adelante serd tratar de hacer véalida esta
asercién extendiendo el texto del programa mediante sentencias, aserciones e
invariantes.

Nuestra primera, decision de disenio serd indicar los lugares donde podemos
insertar c6digo mediante los identificadores A;, As, By y B2, ademdas marcare-
mos de manera explicita que tenemos una obligacion de prueba con el invariante,
utilizando un signo de pregunta y una referencia a una nota.

Pre : a=0>»

Inv : a<b+l A b<a+17NO

A: x[ Al ; B: x[ Bl ;
a:=a+tl; b:=b+1;
A2 ] B2 ]

Promesa: - Sélo los incrementos modifican a y b.

El siguiente paso es, mediante la nota 0, demostrar o bien que la aserciéon
con signo de pregunta es valida o encontrar qué es lo que tenemos que agregar
al texto de programa para que lo sea.

Usualmente ocurre que para probar la validez de una asercién debemos in-
troducir nuevas aserciones que a su vez necesitaran ser probadas y, como en la
anterior, nuestro marcador serd un signo de pregunta asociado a una nota.

Este serd el motor de nuestra derivacién. Paso a paso iremos levantando
necesidades de prueba generando cédigo y nuevas necesidades de prueba, cuando
finalmente hayamos quitado todos los signos de pregunta habremos llegado a
una solucién que sabremos que respeta la computation proper y ademds resulta
correcta.

Ahora trabajemos en la nota 0. Como vimos en la seccién 2.6.1, para demos-
trar que un invariante es véalido, no es necesario ver la correccién global pues
estd implicada por la correccién local, sin embargo si tendremos que demostrar
que el invariante es implicado por la precondicién. Esta prueba serd indicada
con I, mientras que la primera serd marcada con una L.

Nota 0O:

I. Comoa =b=a<b+1Ab< a+1 entonces el invariante es valido
inicialmente.

L: Al conocer dos instrucciones, sélo tendremos que ver que prea-
serciones necesitamos para validar las ternas {P; A Inv}la:=a+1{Inv} y
{P2 A Inv}b:=b+1{Inv}, es decir que el invariante no sea falsificado por ninguna
de las dos. Claramente necesitamos fortalecer la preasercién de los incrementos
pues las ternas {Inv}a:=a+1{Inv} y {Inv}b:=b+1{Inv} no son vélidas en el
modelo.

o {P}a:=a+l

Tenemos que encontrar P tal que P; A Inv = wlp.(a:=a+1).Inv, o sea
Py = (Inv = Inv(a:= a+1)), que resulta equivalente a P, = a # b+ 1.
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Podemos utilizar desde la solucién mds débil (P = a # b+ 1) hasta la
m4és fuerte (P; = false). Nos alcanzard con hacer que la precondicién de
a:=a+1 sea a < b, que sirve para resolver el problema y ademaés es sencilla
de evaluar en caso de que tengamos que convertirla en la guarda de una
sentencia.

[ {Pg}b:=b+1

Aunque podemos hacer un desarrollo completamente simétrico al anterior,
vamos a ver una forma alternativa de encontrar P,. Como®

{P}S{Q1 A Q2} = {P}S{Q1} A {P}S{Q2}

entonces podemos descomponer el invariante en dos.

La terna {P> A Inv}b:=b+1{a < b+ 1} sale directamente por la regla del
widening, mientras que {P, A Inv}b:=b+1{b < a + 1} es equivalente a
P,ANInv=>b<a.

Vemos que con P, = b < a se cumple con la condicién anterior y ademés
resulta simétrico a P;.

En todas las pruebas para la nota hicimos economia de notacién, pues todos
los predicados se suponen universalmente cuantificados, es decir, donde escribi-
mos P; A Inv = b < a estamos expresando esto mismo pero entre corchetes.

Hemos resuelto la incégnita en la asercién invariante, generando dos nuevas
aserciones que deberdn ser probadas en notas posteriores. Indicamos la ltima
asercién demostrada con un corazén y las dos nuevas generadas con un signo de
pregunta con referencia a sus respectivas notas.

Pre : a=»>

Inv : a<b+l A b<a+10

A: x[ Al ; B: x[ Bl ;
{aSb?Nl} {bSa?NQ}
a:=a+l; b:=b+1;
A2 ] B2 ]

Promesa: - Sélo los incrementos modifican a y b.

También podriamos haber incluido entre las promesas que el invariante no
serd falsificado por las sentencias que todavia no fueron elegidas (A4, As, By,
Bs), pero este hecho es implicado por la promesa existente.

En este simple avance ya podemos visualizar nuestra metodologia. Paso
a paso iremos desarrollando nuevas versiones, donde cada una sélo tendrd en
cuenta su inmediata anterior, y la interfase serdn las aserciones con signos de
pregunta. Nuestro proceso de desarrollo seguird un patrén parecido al de un
célculo, donde en todo momento estamos atentos a obtener la siguiente expresién
a partir de la dltima versién. Las decisiones de disefio serdn las que definan el

3Esta es una regla bésica de las triplas de Hoare, conocida como la regla de la conjuntividad.
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camino cuando éste se bifurque, y en este punto las heuristicas nos ayudaran a
tomar las decisiones. Citando a [Kal90, p.ix-x]

“Durante los 80 W. H. J. Feijen y otros refinaron este método que
se conoce como programacion con estilo de cdlculo: en gran medida,
los programas son derivados a partir de su especificacién a través de
manipulaciones de férmulas. Los cdlculos que llevan al algoritmo son
hechos en pequenos pasos, y asi cada paso es verificado facilmente.
De esta forma las decisiones de diseflo se ponen de manera mani-
fiesta. Estas decisiones se basan en distintas consideraciones, tales
como eficiencia, simplicidad y simetria. FEste método no sélo nos
ayuda a encontrar la solucién, también puede dar nuevas soluciones
que a menudo son bastante sorprendentes. La derivacién de progra-
mas no es un acto mecanico: es una actividad desafiante que requiere
creatividad. Esta manera de programar muestra de dénde viene la
creatividad.”

El siguiente paso en la derivacion es asegurar la nota 1 y para esto deberemos
probar que la asercién resulta local y globalmente correcta, lo primero sera
denotado con L y lo segundo con G.

Nota 1:

L: Utilizando el modus ponens para skip guardados de la seccién 3.2.5 ha-
cemos A; :if a < b — skip fi, nos aseguramos la correccién local de la asercién
y ademads seguimos cumpliendo con la promesa. En este punto vemos el porqué
de elegir a < b como precondicién y no la asercién més débil a # b + 1.

G: Tenemos que demostrar la invariancia de la asercién con respecto a cada
instruccién de la componente B. Como sélo hay una definida, lo haremos res-
pecto a ella. Podriamos también poner que esta asercién no resulte falsificada
por B; y Ba, pero esto nuevamente resulta implicado por la promesa existente
y la regla de ortogonalidad.

e {b<a}b:=b+1

Por widening tenemos que {a < b}b:=b+1{a < b}, y por regla de conse-
cuencia entonces se da {a <bAb < a}b:=b+1{a < b}.

La siguiente versién es:

Pre : a=b»

Inv : a<b+l A b<a+tl

A: x[ if a<b — skip fi; B: *x[ Bl ;
{a<b0} {b<a?N2}
a:=a+l; b:=b+1;
A2 ] B2 ]

Promesa: - Sélo los incrementos modifican a y b.
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Hemos borrado el corazén del invariante y transformado la nota 1 en corazén
mediante la sentencia de sincronizacién surgida de la regla del modus ponens.

Avancemos un paso mds, pero esta vez lo haremos ripidamente pues la
situacién para la nota 2 es completamente simétrica a la nota 1, y este serd el
ritmo que normalmente utilizaremos en las derivaciones.

Nota 2:
L: Prefijamos con un skip guardado, es decir By : if b < a — skip fi.
G:

e {a < b}la:=a+l: por widening.
Ahora nuestro programa ya no contiene aserciones con obligaciones de prue-
ba, sin embargo todavia tenemos que definir las sentencias Ay y Bs. Como todo

estd demostrado elegimos eliminarlas o equivalentemente decir que ambas son
skip.

La versién final es entonces:

Pre : a=0>»

Inv : a<b+l A b<a+l

A: x[ if a<b — skip fi; B: *[ if b<a — skip fi;
{a<b} {p<a®}
a:=a+l ] b:=b+1 ]

Como hemos terminado, ya no es necesario llevar la lista de promesas a
cumplir, por lo que ésta fue eliminada.

En este punto tenemos un programa correctamente anotado que cumple
con la computation proper propuesta inicialmente, sin embargo la correccién
obtenida es parcial y poco podemos decir respecto a las propiedades de liveness
de nuestro multiprograma.

Usualmente la tarea en el tramo final de la derivacién serd esta: tratar de
demostrar el progreso o la terminacién de las componentes de nuestro multipro-
grama dependiendo si las computaciones son todas divergentes o no.

Afortunadamente este caso sigue el patrén de lo expresado en la seccién 2.7.3,
es decir tiene multicota (MB :a < b+ 1A b < a+ 1)y ademds no se puede
producir deadlock total pues su Unico deadlock potencial es

(ifa<b— skipfi, if b<a— SKIP fi)
y vemos que sin importar las precondiciones de los skips guardados tenemos
a<bVb<a

luego podemos concluir que ambas componentes progresan.

Este problema resulta de una particularizacién de lo que se puede ver en
[vdS94, sec.5] o del problema del productor-consumidor derivado en [FvG95b].
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3.3.2 Biusqueda Lineal Paralela

Ahora es el turno de derivar el algoritmo de la bisqueda lineal paralela que nos
sirviera de motivacién en el capitulo 1.

El problema consistia en, mediante dos componentes, buscar el valor verda-
dero (del que conocemos su existencia) de una funcién f que va de los naturales
a los booleanos. Una componente busca en el dominio no-negativo y la otra en
el no-positivo.

Demos una especificacién inicial que, nuevamente, expresard la computacién
en s{ misma y servird de punto de partida para nuestra derivacién.

Pre: di::f.i A x=0 A y=0
Inv: 0<x A y<0
Post: f.x V f.y

A: do CA — x:=x+1 B: do CB — y:=y-1
od od
{aa} {aB}

Promesa: - f no es modificada, x es local a A y y a B.

La principal diferencia con la anterior derivacién serd que en ésta ambas
componentes deben terminar, por lo que tenemos una postcondicién que debe
cumplirse. Ademds el esquema para demostrar progreso con la multicota y la
ausencia de deadlock ya no servird, por lo que demostraremos terminacién con
argumentos semi-formales particulares al caso.

Nuestra primera tarea serd definir los predicados CA, QA, CB y QB pa-
ra que cumplan con la especificacién. Por la regla del paralelismo y la de la
consecuencia tenemos que

QANQB = fxV fuy
mientras que por la regla del constructor de repeticién se debe cumplir con
-CA= QAAN-CB = Q@B

donde en esta Ultima omitimos el invariante de las repeticiones que estd incluido
en el invariante global del multiprograma.

Una primera aproximacién seria definir QA y @B como f.xz A f.y, pero esto
darfa una guarda de la repeticién que serfa de gruesa granularidad (CA : CB :
—f.x A~ f.y, y recordemos lo de sentencias 1-acceso), o bien darfa una guarda
que no aseguraria la terminacién del bucle (CA : = f.x y CB : = f.y) debido que
la condicién de existencia de un valor verdadero no implica que habri un valor
verdadero en el dominio no-negativo y otro en el no-positivo.

Otra posibilidad seria hacer QA : f.x y @B : f.y, pero de nuevo esto lleva
a guardas CA : =f.x y CB : —=f.y que no aseguran la terminacién de ambas
componentes.

La tercera opcién es definir QA=@QB=B y por lo tanto obtenemos
CA=CB=-B, con lo que necesitaremos una nueva variable de programa pa-
ra contener el valor de verdad de B ya que lo necesitamos como guarda en las
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repeticiones. Esta se llamara b, por lo que las guardas quedaran definidas como
—b y tendremos que cumplir con b = f.x V f.y. Para esto ultimo pedimos que
la condicién sea un invariante global del multiprograma.

Notamos que ante las diversas posibilidades que presentaba la eleccién de
los predicados CA, QA, CB y @B hemos tomado una desicién de disefio con-
siderando cuestiones tales como terminacién, granularidad de las sentencias y
simetria. Este tipo de consideraciones resultard bastante habitual en todas las
derivaciones que realicemos.

Otro hecho notable es la creacién de una variable para mantener el valor de
un predicado.

Ahora nuestra especificacién ya no presenta incégnitas, pero empiezan a
aparecer las obligaciones de prueba.

Pre: Ji::f.i A x=0 A y=0
Inv: 0<x A y<0 A b=f.xVf.y?N1
Post: f.x V f.y

A: do =b — x:=x+1 B: do =b — y:=y-1
od od
{b7NO} {p7NO}

Promesa: - f no es modificada, z eslocal a Ay y a B.

Vemos que ya no indicamos los lugares en donde podemos insertar sentencias.
Aunque esto es una buena préctica, pues especifica més concretamente lo que
queremos, en la mayoria de los casos se sobreentiende cudles son los lugares
donde se insertard codigo. En este ejemplo, el lugar serd en la sentencia guardada
previo al incremento.

El problema estd planteado de manera totalmente simétrica, por lo que las
notas compartidas serdn respecto a la componente A. Para obtener la versién
de la componente B, nos alcanza con substituir las ocurrencias de = por y.

Nota 0:
L: implicado por la guarda del comando de repeticién
G: por ortogonalidad, pues b no es modificado por la otra componente.

Para que esta asercidn no se invalide generamos la promesa que toda asig-
nacién a la variable b serd con el valor verdadero (widening).

Como en la anterior nota sélo produjo que la especificacién cambiara en las
promesas, sin mostrar la nueva especificacién, continuamos directamente con la
nota 1.

Nota 1:

I: como nada sabemos de f.r o f.y, hacemos vélido el invariante pidiendo
=b en la precondicién.

L: los incrementos de x e y pueden cambiar el valor de verdad de esta aser-
cién. Veamos qué precondiciones deben tener para que se mantenga el invarian-
te.
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o {P}x:=x+1
Tenemos que hacer universalmente vélido
P A Inv = wip.(x:=x+1).Inv
que es equivalente a
P=[b=fzVvfy)=> 0= f(z+1)V fy)
simplificando un poco esto también resulta equivalente a

P=-faxv-bVf(z+1)V fy

Como nada podemos decir de f.(z + 1), f.y no puede ser referenciado en
esta componente y tratar de asegurar —b implicaria romper con la promesa
hecha anteriormente, la eleccion resulta sencilla y P = —f.x.

e {Q}y:=y-1

De manera simétrica

Agregando la promesa de que la parte del invariante probada anteriormente
no serd invalidada llegamos a la siguiente especificacion.

Pre: di::f.i A x=0 A y=0 A —b
Inv: 0<x A y<0 A b=f.xVf.yQ
Post: f.x V f.y

A: do -b — {-f.x?7N2} B: do -b — {-f.y?7N2}
x:=x+1 y:=y-1
od od
{b0} {b0}

Promesas: - f no es modificada, z es local a A y y a B.
- asignaciones a b con verdadero.

Sigamos avanzando en el desarrollo y tratemos de establecer la validez de la
nota 2.

Nota 2:

L: usamos un constructor de seleccién para guardar la sentencia con un
predicado igual al de la asercidn.

Notamos que si hubiésemos usado la regla del modus ponens habriamos gene-
rado una sentencia de seleccién que actuaria como primitiva de sincronizacién
cuya guarda no puede ser validada por otras componentes, luego si la guarda
no resulta verdadera en algin momento, se llega a un estado de deadlock.

Nuestra seleccién debera ser entonces exhaustiva, pero por ahora nos con-
tentaremos con esta sola guarda y por lo tanto la seleccién tendra posibilidades
de bloquearse.

G: por ortogonalidad, asegurada en la primera promesa.
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El texto del programa es ahora:

Pre: di::f.i A x=0 A y=0 A —b
Inv: 0<x A y<0 A b=>f.xVf.y
Post: f.x V f.y

A: do b =+ if -f.x — {ﬁf.X@}
x:=x+1
fi

od

{v}
B: simétrico

Promesas: - f no es modificada, z es local a A y y a B.
- asignaciones a b con verdadero.

Estamos en el punto habitual, un multiprograma correcto, pero con poca
informacién con respecto al progreso o terminacién. Una ripida inspeccién nos
convence que —b es invariante y por lo tanto ninguna de las repeticiones termina.

Serd necesario entonces agregar en algin lugar dentro del lazo una asignacién
de la forma b:=True, que tenga como preasercién un predicado tal que se man-
tengan las promesas y los invariantes. El invariante en peligro es b = f.x V f.y,
y como la precondicién méas débil nos dice

wlp.(b:=true).(b= fxV fy)=faxV fy

podemos pedir como precondicién f.z, pues nada podemos decir de y en la
componente A. Tenemos que probar la nueva nota dentro de este pedazo de
c6digo que sabemos que va dentro de la repeticién, pero que no conocemos con
exactitud su ubicacién.

{f.x?N3} b:=True

Nota 3:
L: guardamos la sentencia dentro de un condicional como en la nota anterior
G: una vez més se da por ortogonalidad.

Resulta entonces que la guarda para este pedazo de c6digo es complementaria,
a la que tenfamos, con lo que juntamos ambas guardas en un mismo constructor
de seleccién y obtenemos la seleccién no bloqueante que buscdbamos.

53



Pre: di::f.i A x=0 A y=0 A —b
Inv: 0<x A y<0 A b=f.xVf.y
Post: f.x V f.y

A: do b = if -f.x — {—uf.x}

x:=x+1
Of.x — {£.x0}
b:=true
fi
od
{p}

B: simétrico

Promesas: - f no es modificada, z es local a A y y a B.
- asignaciones a b con verdadero.

En este punto la terminacién es posible, aunque aun tenemos que demos-
trarla. Vemos que para este caso particular, la terminacién es equivalente a que
se ejecute la asignacién b:=True, y esto se produce cuando tenemos f.z V f.y.

El hecho de que el siguiente predicado es invariante

(Vi:0<i<z:-fi)A(Vity <i<O0:~fi)

junto a que sabemos que existe al menos un valor verdadero (dado en la precon-
dicién y asegurado por las promesas), implica que alguna de las dos variables
estd acotada.

Todo esto mas la suposicién que el demonio es weakly fair nos permite
deducir que se llegard a tal cota, f.xz o f.y serd verdadero, la asignacién a b se
producird y entonces nuestro multiprograma, terminar4.

Finalmente, veamos el cédigo completo despojado de la aserciones interme-
dias y promesas:

Pre: Ji::f.i A x=0 A y=0 A —b
Inv: 0<x A y<O0 A b=f.xVf.y
Post: f.x V f.y
A: do b = if -f.x — x:=x+1
Of.x — b:=true
fi

B: do -b — if —~f.y — y:=y+1
Of.y — b:=true

od

Utilizando el desarrollo estructurado de programas propuesto, llegamos a
un texto de programa cuyo funcionamiento y estructura son casi idénticos al
de la tercera solucién de la seccidn 1.2, pero ésta tiene el valor agregado de la
correccién.
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3.4 Algunas Técnicas Usuales de Derivacion

3.4.1 Fortalecimiento de la Anotacién

Cuando deseamos establecer la correccién global de una asercién {P}, la teoria
de Owicki-Gries dice que tenemos que buscar todos los patrones {@}S de otras
componentes para luego por cada uno de estos demostrar que

PAQ = wlp.S.P

resulta universalmente valido. Sin embargo alguno puede ser indemostrable, y
en tal caso podemos recurrir a la técnica de fortalecer las aserciones P y () con
co-aserciones C' y D de forma tal que

(PANCYN(QAD) = wlp.S.P
y como esto es equivalente a
CAD= (PANQ = wlp.S.P)
siempre tendremos alguna solucién para esta proposicién mediante las incégnitas

C y D, como por ejemplo haciendo C' A D = false.

Veamos ahora una derivacién cuyo nudo principal se desata utilizando esta
técnica. El problema es un ejercicio propuesto en [Moe93] que a su vez es una
particularizacién del problema planteado en [Fei90]

La especificacién inicial (o propiedad de computacién) a resolver es:

P: v:=p; Q: v:=q;
3'(.p:=(v=p) 3'(.q:=(v=q)
{y.p=(v=p)7N0} {y.q=(v=q) 7N0}

donde supondremos p # ¢q. Notamos que no hay lazos, por lo que nuestro
multiprograma termina. Ademds vemos la simetria total entre las componentes,
y esto nos permite compartir las notas de la misma manera que en derivaciones
anteriores.

Para comenzar el proceso de desarrollo, tomemos la asercién final y veamos
qué es necesario para que ésta resulte valida.

Nota 0:

L: Directo por la asignacién anterior

G: La tnica instrucciéon que puede interferir es la asignacién v:=q que alin
no tiene precondicién explicita, es decir ésta es {true}

® V:=q

(y.p = (v =p)) = wip.(v:=q).(y.p = (v =p))
={def. wlpyp#q}

(yp=(v=p)=wyp
= { simplificando }

v#DPV y.p
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Lamentablemente esto dista de ser un teorema, por lo debemos recurrir al
fortalecimiento de las anotaciones.

Adjuntamos C.p a la postasercién final de la componente P y D.p a la
preasercion de la primera asignacién. La componente () resulta simétrica.

P: {D.p7N1} Q: {D.q7N1}
v:=p; vi=q;
y-p:=(v=p) y-q:=(v=q)
{C.p?N2}{y.p=(v=p) 7N3} {C.q?N2}{y.q=(v=q) 7N3}

Notacién {P}{Q} es una manera alternativa de escribir {P A Q}

Nota 3:
L: De nuevo por la asignacién previa.

G:
e v:=q

Ahora con las nuevas coaserciones tenemos que ver:

(DpACpAyp=v=p)=wlp.(vi=q).(y.p = (v=Dp))
= {por célculo proposicional}
DpACp=[yp=(v=p)=wlp(vi=q).(y.p = (v =p))]
= {utilizando la equivalencia demostrada en la nota 0}
DpACp=v#pV-yp

Las expresiones D.q y C.p atin no han sido especificadas y nos permitirdn
que lo anteriormente expresado sea teorema. Elegimos poner C.p en fun-
cién del resto y ésto lo obtenemos mediante la siguiente proposicién, que
es equivalente a las anteriores

Cp=>-DgVv#pV-yp

En este punto la eleccién 16gica es hacer C.p : =D.q V v # p V —y.p, pero
preferimos fortalecerla un poco a fin de independizarla de y.p, pues el valor
de ésta ya estd restringido en la coasercién de C.p y ademds C.p es una
postasercion de una asignacién a y.p.

Cp:-DgVv#p

y con esto logramos la correccién global que no obtuvimos en la nota 0.

Nota 2:

L: La solucién, una vez mas, esta en el modus ponens para skip guardado
que introduce primitivas de sincronizacién en el texto de programa. A ésta la
pondremos previa a la asignacién de y.p, pues podemos hacerlo (C.p es indepen-
diente de y.p) y ademds nos conviene, dado que ya hemos probado la correccién
con este esquema, es decir, con C.p como postasercién de la asignacién.
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Hacerlo de la otra manera nos llevaria a tener que volver a asegurar C.p
previo al skip guardado, y esto implicaria una vuelta a la situacién inicial de
la nota. Esta recursién sélo puede ser terminada si ponemos la sincronizacién
previa a la asignacién.

Notamos que como D.q ahora esté dentro de una guarda, debemos convertir
esta expresion en variable.

G:
® v:i=q
Por widening.

Adema&s notamos que podriamos agregar asignaciones D.q:=False sin mo-
dificar esta correccién global ni la validez de otra asercién. Enseguida
veremos el porqué de esta aclaracion.

Nota 1:

L: Pedimos que la preasercién del multiprograma sea D.p A D.q

G: Nadie modifica esta variable (ortogonalidad) y queremos que esto siga asi
pidiendo que sea una promesa.

De momento nuestro texto de programa se encuentra en este estado

Pre: D.p A D.q

P: {D.pV} Q: {D.q¥}
V:=p; vV:i=q;
i.f -D.q V v#p — skip fi i.f —-D.p V v#q — skip fi
y-p:=(v=p) y-q:=(v=q)
{C.POHy . p=(v=p) 0} {€.qaOHy.q=(v=q) V}

Promesa: - P no modifica a D.q y Q a D.p.

Todas las aserciones han sido demostradas, por lo que hemos logrado la
correccién parcial. Pero, como es costumbre, analizaremos algunos aspectos
que escapan a ésta.

Por ejemplo, podemos ver que D.p y D.q son constantemente verdaderas,
con lo que las guardas de las sincronizaciones pueden ser simplificadas a v # p
y v # q, y toda referencia a D.p y D.q puede ser eliminada. Cuando hacemos
esto, nuestro multiprograma despojado de toda asercién es:

P: v:=p; Q: v:=q;
if v#p — skip fi if v#£q — skip fi
y.p:=(v=p) y-q:=(v=q)

y vemos que si la secuencia de ejecucién es (P, Q, P, P), entonces tendremos
v = ¢, la computacién de la componente P habra terminado y la segunda no lo
podrd hacer pues estard continuamente bloqueada, es decir, nuestro multipro-
grama adolecerd de riesgo de deadlock.
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Es ahora cuando la acotacién acerca de que la introduccién de asignaciones
D.q:=false dentro de la componente ) empieza a tener sentido. La dnica res-
triccién respecto al lugar es que la asignacién debe estar después de la sentencia
v:=q, a fin de no invalidar la precondicién de ella. Vemos ademads que la promesa,
no resulta invalidada.

Para abrir al méximo las posibilidades de progreso, colocamos la asignacién
tan arriba como se pueda, a fin de que D.q sea falso lo més pronto posible.

Pre: D.p A D.q

P: {D.p} Q: {D.q}
v:=p; v:i=q;
D.p:=False; D.q:=False;
if -D.q V v#p — skip fi if -D.p V v#q — skip fi
y.p:=(v=p) y.q:=(v=q)
{C.pHy-p=(v=p)} {C.aHy.a=(v=)}

Promesa: - P no modifica a D.q y Q a D.p.

En esta especificacién, el progreso de ambas estd asegurado en tanto y en
cuanto las asignaciones D.p:=False y D.q:=False eventualmente se ejecuten y
esto sélo depende de que supongamos, nuevamente, weak fairness en el demonio.

Resulta un buen ejercicio ver cémo se restringe el paralelismo si elegimos
alguna de las otras tres posibilidades para C.p, y éste es otro claro ejemplo que
justifica la heuristica de tratar de tomar siempre la asercién o la guarda més
débil posible cada vez que se presenta una eleccion.

En [Fei90] podemos encontrar, ademds de una derivacién més general de este
problema, lo que motiva la computation proper que inicié nuestra derivacion, y
esta es:

Post: (Ni::y.i) = 17
P.i: y.i:=B.i

Podemos ver claramente que este no es un toy problem, pues una vez resuelta
la derivacién, tenemos un algoritmo de eleccién de componente que por ejemplo
puede ser usado para darle un token a algin proceso o designar un master.

3.4.2 Reduccién del Grado de Atomicidad

Una de las principales caracteristicas que buscamos cuando disefiamos progra-
mas paralelos es que el grado de paralelismo de estos no esté restringido. En
muchos casos podemos derivar multiprogramas correctos de manera ripida, pero
que presentan un paralelismo bastante pobre.

Las sentencias atémicas de gruesa granularidad son uno de los factores que
evitan un mayor paralelismo, pues éstas requieren de varios pasos para comple-
tarse, los cuales deben ser realizados bajo exclusién mutua, y esto detiene el

58



progreso de los bloques de programa de otras componentes que también parti-
cipan en ella.

En la seccién 3.2.4 vimos una transformacién que nos permitia reducir este
grado de manera casi gratuita en los constructores de seleccién/sincronizacién.
Ahora veremos una técnica que permite reducir el grado de atomicidad en las
asignaciones multiples (multiasignaciones) utilizando la transformacién de for-
talecimiento de guarda vista en la seccién 3.2.3.

El siguiente programa, que es una simplificacién de otro ejercicio de [Moe93],
servird como un sencillo modelo de muestra para esta técnica.

Pre: —-c A d

A: x[ if ¢ — skip fi; B: x[ if 4 — skip fi;
c,d:=False,True ] d,c:=False,True ]

Nuestro primer objetivo serd anotarlo convenientemente, generar obligacio-
nes de prueba y cumplirlas de manera ordenada utilizando notas.

Lo primero que se puede observar es que ¢ y d estan en contrafase, o para
expresarlo propiamente, ¢ = —d resulta invariante. Lo segundo notable es que
cada componente invalida su guarda y hace lo contrario con la otra, y este es un
principio muy utilizado en la construccién de programas paralelos [H0095, €j.3]
[And91, 3.16] [FvG95a, p.12]. En definitiva esto se traduce en que podemos
asegurar después de las guardas las condiciones que ellas comprueban.

Pre: —-c A d
Inv: c¢c=-d?NO

A: x[ if ¢ — skip fi; B: x[ if d — skip fi;
{c7N1} {d7n1}
c,d:=False,True ] d,c:=False,True ]

Nota 0:
I: Se da ya que -cAd = c=—d
L:

e {c}c,d:=False,True

Sin importar la precondicién, esta sentencia de gruesa granularidad man-
tiene el invariante, pues

wlp.(c,d:=False,True).(c = —d) = true
y [P = true].

e {d}d,c:=False,True
Idem.
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Nota 1:
L: Directamente usando el corolario del modus ponens para el skip guardado
o viendo que

wip.(if ¢ — skip fi).c = ¢ = wip.skip.c = true
G: Por widening

Estas dos primeras notas no modifican el texto del programa, sélo lo verifi-
can.

El objetivo de ahora en adelante serd introducir dos variables (p y ¢) que
tomen los roles de ¢ y d, de forma tal que por un lado podamos transformar el
programa para que ¢y d resulten auxiliares y por el otro nos permitan escribir
asignaciones a p y ¢ que estén desacopladas.

Uno de los pasos para que ¢y d sean auxiliares es que éstas no formen parte
del flujo de control. Si aseguramos que previo a la seleccién de la componente A
resulta valido p = ¢, entonces podriamos utilizar la transformacién de fortaleci-
miento de la guarda y eliminar ¢ de ella. Como siempre, para la componente B
el argumento se repite intercambiando ¢ con d y p con q.

A fin de hacer vélidas estas aserciones, pedimos que se mantenga el invariante
global p=cAqg=d

Pre: —-c A d
Inv: c=-d0, p=c A q=d7N2

A: x[ if ¢ — skip fi; B: *[ if d — skip fi;
{c0} {a0}
c,d:=False,True ] d,c:=False,True ]

Nota 2:
I: Pedimos que en la precondicién también valga —p A g
L:

e {c}c,d:=False,True
Como
wlp.(c,d:=False,True).(p = cAg=>d) = —p
y p serd la futura guarda, decidimos usar el principio “cada uno falsifica
su propia guarda”.
Cambiamos la multiasignacién por c¢,d,p:=False,True,Falsey entonces
la tripla se cumple de manera directa.
e {d}d,c:=False,True

Se prueba de manera similar.

Sin mostrar la especificacién aplicamos el fortalecimiento de la guarda ya
que p = c es valido en todos lados, y en particular antes de la guarda. Lo
mismo para B con su guarda d y su variable asociada q.
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Pre: ¢ Ad A —p Aq
Inv: c=-d, p=>c A q=d0

A: x[ if p — skip fi; B: [ if q — skip fi;
{p} {a}
c,d,p:=False,True,False ] d,c,q:=False,True,False ]

Tranquilamente podriamos eliminar ¢ y d del programa, ya que éstas for-
man un conjunto de variables auxiliares, pero antes de hacer esto tenemos que
transformar un poco el multiprograma que claramente no progresa en sus dos
componentes, luego de haber efectuado las asignaciones multiples.

La solucién para el progreso estd en agregar en la componente A una asigna-
cién q:=True y en B una similar pero para p. Resta averiguar el lugar correcto
para emplazarlas.

Existen tres posibilidades. Tomamos una decisién de disefio y forzamos la
adyacencia de las asignaciones, con lo que sélo resta averiguar el orden relativo
entre ellas.

Del invariante podemos deducir p = —q. Aplicando el modus ponens de la
l6gica, y viendo que —q es invariante respecto de las multiasignaciones, y que la
falsificacién de p no es interferida por la otra componente, llegamos a:

Pre: ¢ Ad A -p Aq

Inv: =-d, p=>c A g=>d
A: x[ if p — skip fi; B: x[ if q — skip fi;
{p A —q} {a A -p}
c,d,p:=False,True,False d,c,q:=False,True,False
] {~a A —p} ] {=p A —q}

Si ponemos la asignacién q:=True previa a la multiasignacién, podemos
demostrar que el estado entre las asignaciones cumple con p A ¢ y esto implica
¢ A\ d, con lo que se invalida el invariante.

Nos quedamos con la tltima posibilidad, que respeta el invariante y permite
el progreso (que esperamos que el lector sea capaz de demostrar).

Si del siguiente texto de programa quitamos las variables auxiliares, final-
mente obtenemos el multiprograma con sentencias 1-acceso que resultan las de
menor grado de atomicidad que podemos pretender.

Pre: ¢ Ad A —p Agq
Inv: c=-d, p=>c A q=>d

A: x[ if p — skip fi; B: x[ if q — skip fi;
{p A —q} {a A -p}
c,d,p:=False,True,False; d,c,q:=False,True,False;
{-~a A -p} {=p A —q}
q:=True ] p:=True ]
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Para finalizar haremos tres acotaciones:

Podemos ver cémo en este caso la técnica nos permitié decidir cudl era el
orden correcto para el desacople de la multiasignacién.

Si quitamos la restriccién de la computation proper (no explicitada) que
marca el uso de dos variables, podriamos haber transformado la guarda de
B en —¢, pues ¢ = ~d = (¢ = d), con lo que la eliminacién de la variable
d es posible y el multiprograma sélo tendrfa asignaciones de 1-acceso.

Una posible solucién al ejercicio original planteado en [Moe93] introduce
una variable z y un invariante

1 sic
T = 2 sid
3 site

Mapeando ésto a nuestra particularizacién obtenemos una soluciéon mas.
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Capitulo 4

Un Problema Concreto:
las Barreras
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4.1 Introduccion

Existen dos problemas que sobresalen entre los de sincronizacién de procesos
paralelos debido a su importancia y a la cantidad de material que se ha escrito
sobre ellos. Uno de ellos es la exclusién mutua o regién critica, mientras que el
otro es la barrera o sincronizacién de fase, motivo principal de esta seccién.

La barrera es un constructor de sincronizacién que permite obtener sistemas
sincronos en base a sistemas asincronos. Una barrera se define entre un grupo de
procesos que se ejecutan en paralelo (asincrénicamente), y la seméantica informal
dice que:

e Ninguno de los procesos podra trasponer la barrera hasta que todos hayan
llegado a ella.

e Cuando todos los procesos hayan llegado a ella, ninguno quedara bloquea-
do.

Estos son los requerimientos de seguridad y progreso respectivamente, que
definen una barrera.

Muchos algoritmos paralelos hacen uso de este constructor de sincronizacién
y béasicamente todos ellos emplean la barrera para dividir “fases” de la compu-
tacidn, es por ello que en [Mis91] este problema se denomina sincronizacion de
fase.

Probablemente los algoritmos mas conocidos que hacen uso de las barre-
ras son los algoritmos paralelos de datos, donde varios procesos repetidamente
realizan fases, consistiendo cada una de éstas en leer desde un almacenamiento
comun, computar y almacenar el resultado en el mismo almacenamiento com-
partido, cumpliendo con la condicién de que ningiin proceso P comenzard la fase
n + 1 hasta que todos hayan completado la fase n. Un ejemplo tipico de esta
familia de algoritmos paralelos, es el de aproximacién de la ecuacion de LaPla-
ce [Pfi98], también llamado poisson solver [Gup89]. Veamos un pseudocddigo
para la componente paralela P;;:

k:=0;
do
k<K — A[i1[j1:=(A[i10j+1]+A[i1[j-1]1+A[i+1][jI1+A[i-11(j1)/4;
barrera();
k:=k+1
od

Este constructor también puede ser utilizado para abortar una computacién
paralela, pues si alguna de sus componentes aborta, todas las que participan en
la barrera no podran avanzar.

Otro uso puede ser la inicializacién de un almacenamiento compartido, don-
de cada componente en su primera fase inicializa la porcién de almacenamiento
que le corresponde, y la segunda efectiia la computacién teniendo como precon-
dicién todo el almacenamiento compartido inicializado. En [vdS94] la barrera es
llamada protocolo de inicializacion pues justamente el algoritmo se piensa para
este efecto.
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La implementacién de éste y otros mecanismos de sincronizacién puede se-
guir dos lineas: el bloqueo en colas y el busy waiting. La primera se basa en la
idea de tratar de aprovechar al maximo los recursos de computacion, reasignan-
do a otros procesos el recurso que ha sido dejado de utilizar por uno de ellos que
estd bloqueado en, por ejemplo, un constructor de sincronizacién. Este tipo de
implementacién se basa en la administracién de colas de procesos, y carece de
sentido en los siguientes casos:

e Cuando el tiempo necesario para administrar las colas es mayor que el
tiempo que los procesos permanecen bloqueados.

e Si los recursos de procesamiento no son utilizados para cumplir otras ta-
reas.

e Cuando es imposible o inapropiado en el contexto que se encuentran (por
ejemplo dentro de un sistema operativo).

En el algoritmo del poisson solver podemos aplicar la primera razén si su-
ponemos que las velocidades de los procesadores no son tan dispares.

Es asi que una implementacién basada en busy waiting tiene sentido, por lo
que el resultado de lo que logremos con nuestras derivaciones serd cédigo que no
sufrird mayores modificaciones para ser puesto en funcionamiento en méaquinas
concretas.

4.2 Derivacion de Gruesa Granularidad

El objetivo inicial es obtener una computation proper que exprese nuestros re-
querimientos de sincronizacién. Si suponemos N componentes {P.i}} ', los
conjuntos de variables {c.i}x ;" y {z.i}}\" marcardn respectivamente la entra-
da y la salida de la barrera. En la precondicién pedimos que ambos conjuntos
de variables estén inicializados a falso, indicando que todavia no se produjo la
entrada ni la salida por parte de ninguna componente. El invariante serd nuestra

safety property indicando que si sale cualquiera es porque todos han entrado.

Pre : Vi:0<i< N:-ciA-zi
Inv : Vi:0<i<N:zi=(Vj:0<j<N:cj)

P.k:
c.k:=True;
Barrera
x.k:=True;

Nuestra derivacién producird sentencias entre las dos asignaciones que de-
berdn cumplir con una promesa fundamental: toda variable concreta (no fan-
tasma) no serd restringida en la precondicién. Este pedido resulta crucial, y
en ausencia de él, las derivaciones resultan directas y las pruebas de progreso
bastante sencillas [Mis91]. En la seccién siguiente, cuando derivemos la versién
fine-grained, esto se pondra de manifiesto cuando ataquemos el problema de las
barreras no iniciales.
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Adems3s, el requerimiento es razonable, pues poco sentido tiene derivar un
algoritmo para una barrera, que requiere justamente de otra barrera para ini-
cializar el almacenamiento compartido, es decir la precondicién.

El punto de partida inicial para la derivacién de nuestro multiprograma sera:

Pre : Vi:-ciA-z.i
Inv : Vi:zi= (Vj:cj)?NO

P.k:
:=True;

MO e
[l

:=True;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

donde hemos suprimido las cotas de la forma 0 < 4,7 < N para economizar
notacién. Comencemos entonces a cumplir con las obligaciones de prueba.

Nota 0:
I: vale inicialmente.
L:

e c.k:=True

wlp.(c.k:=True).Inv
= { def. de Inv y wip }
(Vi x4 = (Vj :: c.j))(c.k := true)
= { separacién de los c.k }
(Vizzai= Vj:j#k:c))AMi:zi=ck))(ck:=true)
= { reemplazo, implicacién trivial, neutro de la conjuncién }
VMizzi=Nj:j#k:c)))
< { fortalecimiento }
Inv

e x.k:=True

wlp.(x.k:=True).Inv
= { def. de Inv y wlp, separacién de los z.k }
(Vizi#£k:zia= Vjze))ANxk= (Vj:cj))lck:= true)
= { reemplazo, cdlculo proposicional }
Mizi#£k:zi=> Vjue))ANVj=cd)
< { fortalecimiento }
Inv A (Vj::ej)

Como era de esperar, la entrada a la barrera no pide precondicién, pero la
salida necesita justamente que todas hayan entrado. La especificacion entonces
queda:
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Pre : Vi:-ciA-z.i
Inv : Vizzi= (Vj:ce)jQ

P.k:
c.k:=True;
{Vj :: cj7N1}

x.k:=True;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

El siguiente paso es asegurar la nota 1. Como c.k es local a P.k entonces
dividimos la asercién en dos

{ckN1AMVj: j #k:cj?N1.2}

Lanota 1.1 sale directamente por la asignacién anterior c.k:=True y la localidad
de esta variable.

Para asegurar la nota 1.2, no es posible asignar las variables c.j, pues es-
tariamos destruyendo la computation proper, y tampoco podemos usar sincroni-
zacin, a menos que tengamos la intencién de transformar {c.i} en un conjunto
de variables concretas. Para hacerla véalida, creamos variables que deberdn im-
plicar la condicién requerida utilizando modus ponens.

Nota 1.2:

L: prefijamos la asercién con un par asercién-condicional que introduce el
arreglo de booleanos {f.i.j}. La asercién la elegimos mds fuerte de la que
necesita el modus ponens, pues esto permite derivar de manera mas sencilla el
algoritmo.

G: por widening en {c.j} y ortogonalidad en las otras variables.

Pre : Vi:—ciA-z.i
Inv : Vi:zzi= (Vj:e))

P.k:
c.k:=True;
{Vj:j#k: fkj=cjrn2}
(V=5 # k)= (% #k:ed))
if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi;
{Vj :¢.jO}

x.k:=True;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

La eleccién de introducir el arreglo {f.i.j} asi como de fortalecer la guarda,
parecerian ser, en principio, decisiones arbitratrias. Sin embargo estas decisiones
de diseno se basan en dos ideas: una es que cada proceso consulte su propio
conjunto de variables (una fila), y la otra es que se implemente una especie de
contador distribuido.
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Podriamos pedir para cumplir con la nota 2, que ésta fuera un invariante
global, pero esto claramente haria que rompiéramos la promesa. Nada podemos
suponer acerca del arreglo {f.i.7} al iniciar el multiprograma.

Nota 2:

L: no podemos asignar los {c.j} para no romper con la computation proper,
por lo que asignamos la fila k de { f.i.j } con falsos. Hacemos esta multiasignacion
atomica con la de c.k, a fin de minimizar los lugares donde podemos tener
interferencia. Esta ultima serd una estrategia general para nuestra derivacién
de gruesa granularidad, en pos de generar un multiprograma que resulte sencillo
para demostrar progreso.

G: por widening en los {c.j};=r y ortogonalidad en los {f.k.j} ;.

Pre : Vi:-—ciA—xd
Inv : Vizzi= (Vj:e))

P.k:
c.k,{f.k.j}j#kr:=True,{False}' ;
Vj:j#k: fkj=cjO}

if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi;
{Vj:uej}

x.k:=True;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

Hemos terminado con las obligaciones de prueba y una vez més tenemos
correccién parcial sin progreso porque, aunque se cumple con el principio “ca-
da una falsifica su propia guarda”, ninguna componente las hace verdaderas.
Entonces nuestra derivacién es equivalente al programa correctamente anotado
if False — S fi{Q}.

La idea fundamental para lograr progreso es asignar la mayor cantidad de
elementos de {f.i.j} con verdadero sin modificar la correccién de las aserciones.
Resulta claro que la tnica asercién que puede resultar invalidada es la que
aseguramos en la nota 2. La estrategia entonces serd asignar los {f.i.k}iz
junto con la asignacién a c.k o por debajo de ella donde también vale la asercién
{c.k}.

Elegimos ponerla junto con la multiasignacién donde estd c.k y en la asig-
nacion de z.k. El multiprograma final de gruesa granularidad es el siguiente:

INotacién alternativa para
<c.k:=True; f.k.0:=True; ...; f.k.k-1:=True; f.k.k+1:=True; ...f.k.N-1:=Trued>.
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Pre : Vi:-ciA—wd
Inv : Vi:zzi= (Vj:c))

P.k:
c.k,{f.k.j}j;ék,{f.i.k}i;,gk:=True,{Fa1se},{True};
{Vj:j#k: fkj=>cj}

if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi;

{Vj ::c.j}

x.k,{f.1i.k}ixr:=True,{True};

4.2.1 Prueba de Progreso

Al instanciar el algoritmo anterior para una cantidad menor de procesos (N=2,3),
y luego de seguir algunas de sus computaciones posibles, nos convencemos de
que nuestro multiprograma, final cumple con la liveness property, es decir que si
todos han llegado a la barrera (Vi :: c.i), entonces eventualmente todos pasaran
(Vi =: z.4).

En esta seccién propondremos un invariante InvP y demostraremos que
nuestro multiprograma lo cumple. De este invariante deduciremos que la pro-
piedad de progreso requerida se cumple en nuestro multiprograma si suponemos
weak fairness.

Demos algunas definiciones iniciales:

Entry.k : c.k,{f.k.j’}juk,{f.1’ .k};zp:=True,{False},{True}
Exit.k : x.k,{f.i’.k}jzt:=True,{True}
c : (fi':cd’)
z (i’ i)
InvP : (Vn':N—c<n'<N-z:(Fi':ci' A—zd' : (' : j' £ :=fi'5")=n"))
InvPy(n) (3" i A’ (85 i j A - fd ) =n)

Para que los predicados sean mas compactos, hemos eliminado todas las
cotas que se presuponen, como por ejemplo 0 < 4,5, k,4',5, k' < N.

Probemos ahora algunos lemas sencillos que luego utilizaremos en la demos-
tracién de invariancia de InvP.

El primero es una consecuencia de la propiedad de seguridad Inv y nos dice
que si alguna componente no ha entrado, entonces ninguna puede haber salido.

Lema 4.1 En el multiprograma se da que —c.k = (Vj :: =x.j).

Demostracién: como se cumple el invariante tenemos
(Vi i = (V5 2 c.j))

= { A-introduccién en cuantificador }
(Vi :: (V) 2 = c.j))

= { célculo proposicional }
(Vi =2 (V) i mej = )
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= { intercambio de cuantificadores, particularizacién }
(Vi =z ek = —x.9)

= { V-extraccién en cuantificador }
—c.k = (V) —zx.j)

O

Los dos lemas que siguen, dan condiciones sobre algunos elementos de { f.i.5}
a partir de {c.i} y {z.i}.

Lema 4.2 En el multiprograma, sii' # i entonces —c.iAci' = —f4' 4N fiid.

Demostraciéon: Por la forma de las multiasignaciones Entry.k y Exit.k,
podemos afirmar que los elementos f.i.i' y f.i'.i s6lo son modificados por P.i y
Pq.

Del lema anterior y la premisa —c.i, podemos concluir (Vj :: —2.j) y en
particular podemos afirmar —x.i A —z.7'.

Uniendo las condiciones anteriores podemos concluir —c.i Ac.i' A—z.i A—x.3’,
es decir que de las cuatro posibles multiasignaciones de P.i y P.i' que modifi-
can los f..i' y f.i'.i, solamente Entry.i’ se ejecutd, y esto finalmente implica
—fil AN fid'. O

Lema 4.3 En el multiprograma, si i’ # i entonces

(Vj i c.j) A=z A —ad' = (=f.d'd = fad').

Demostracién: Nuevamente recurrimos al hecho que f.i.i' y f.i'.i sélo son
modificados por P.iy P.i'. De las premisas tenemos c.iAc.i’ A—x.iA—x.i', es decir
que de las cuatro multiasignaciones de P.i y P.i’ que modifican las variables, s6lo
Entry.iy Entry.i’ se ejecutaron. La primera establece —f.i.i' A f.i'.i mientras
que la segunda —f.i'.i A f.i.i', y de esto podemos concluir que —f.i'.i = f.i.i' O

Probemos ahora un lema sencillo que relaciona algunos aspectos de la pre y

post condicién de las multiasignaciones.

Lema 4.4 Dados X y C tales que 0<C, X <N, entonces se cumplen las si-
guientes triplas de Hoare

o {c=CA-ck} Entry.k{c=C+1}
o {t=XAN-2k} Ezit.k{z=X+1}

Demostracion: Veamos solamente que la primer tripla es teorema, para la
segunda la demostracién es completamente similar.

wlp.(Entry.k).(c = C+1)
={def. wipyc}
(# : 0 < <N :ci')=C+1)(Entry.k)
= { particién del #' = ken  }
(' :0 <V <NAi#k:ci)+ (c.k — 10-c.k = 0) = C+1)(Entry.k)
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= { def. sustitucién, Entry.k sélo tiene a c.k:=True que modifica }
(' :0<d<NAi#k:ci')+1=C+1
= { célculo }
(' :0<d<NAi#k:ci')=C
= { célculo }
(' :0<i<NAi#k:ci')+0=C
< { fortalecimiento }
ek AN 0<I<NAT'#k:ci')+0=C
= { def. seleccién y -c.k }
—ckA{i :0<iI<NAi'#Ek:ci)+ (ck—10-ck —0)=C

={def §}

—ckA{i’ :0<i{<N:ci)=C
={def. c}

—ckANc=C

Resumiendo tenemos —c.k A ¢ = C = wlp.(Entry.k).(c = C+1), y esto es
equivalente a decir que la tripla es véalida.
O

Probemos ahora dos lemas que son la base para demostrar la invariancia de
InvP respecto a Entry.k y Exit.k.

Lema 4.5 Dado C' < N se cumple que:
e Vn: N—(C+1)<n<N-1:{c=CA-ckANInvP}Entry.k{InvPi(n)}
o {c=CA-ckAInvP}Entry.k{InvP (N — 1)}

Demostracién: Para el primero supongamos n € [N—(C+1), N-1)

c=C A-c.k A InvP
= {lema 4.1 y def. de ¢, ~c.k = z=0}
c=CA-ckNz=0AInvP
= { def. de InvP, reemplazo de ¢ y z, eliminacién de conjunciones }
ek A(VR' i N=C<n'<N:3i':ci' Az’ : ({5 15 #7 :=fi'j')=n"))
= { particularizacién n’ a n+1 (cumple cotas), eleccién de i’ en i (implica i # k) }
“ckAciA-ziA{lf 5 #1:=fij)=n+1
= { particién del j'=k en { }
—ckAciAh-ziA(lf :§ ¢ ik} ~fi) + (=fik — 10f4k = 0) = n+1
= { lema 4.2 y ~c.k A —c.i implica —f.i.k, def. de seleccién}
—ckAciA-ziA(y 7 ¢{i,k}:~fij)+1=n+l1
= { célculo y eliminacién de conjuncién }
ciA-ziA (5 7 ¢{i,k}:~fij)=n
= { célculo }
cihN-ziN(j 5 ¢{ik}:—=fij)+0=mn
= { def. seleccién, sustitucién, Entry.k asigna f.i.k:=True }
ciN-wiA (g :j ¢{i,k}: ~fij')+ (=fik — 10f.ik — 0)(Entry.k) =n
= { sustitucién, c.i, .t y f.i.j con j # k no son tocados por Entry.k }
(cin-ziN (' 7 ¢{i, k}:—fig)+ (=fik — 10fik — 0) = n)(Entry.k)
= { def. det }
(ciN-ziA g :7#i:~fi5)=n)(Entry.k)
= { instanciacién }
3 cei’ A—xd NG G #£4 afd ) = n)(Entry.k)
= { def. wilp e InvP; }
wlp.(Entry.k).InvPi(n)
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Entonces tenemos que
Vn: N—(C+1)<n<N-1:¢=C A —-c.k A InvP = wlp.(Entry.k).InvP;(n)

La demostracién del segundo casi no necesita de la precondicién, pues jus-
tamente Entry.k asigna la fila k con N — 1 valores falsos.

c=CA-ckAInvP
= { lema 4.1 implica —c.k = -z.k, borrado de conjunciones }
-z.k
= { neutro de conjuncién, cdlculo }
.k AN—-1=N-1
= {|{j:j Ak} =N-1}
—z.k A7 :j' £k true)=N-1
= { neutro conjuncidn, sustitucién Entry.k hace c.k'y (Vj:j # k:~f.k.j) y no toca z.k }
(ckA-zkN({j 5 #Fk:~fkj)=N-1)(Entry.k)
= { instanciacién }
(F' i A-zd A{HF j £ afd )= N-1)(Entry.k)
= { def. de wilp e InvP; }
wlp.(Entry.k).InvP (N — 1)

Finalmente tenemos ¢c=C A —¢.k A InvP = wlp.(Entry.k).InvP (N —1) y
esto demuestra la segunda tripla de Hoare.
O

El siguiente lema establece postcondiciones para Exit.k.
Lema 4.6 Sea X < N, entonces se da:

Vn:0<n<N—-X+1):
{z=XANWNj 2ci YNNG 1§ #Fk: fkj') A2k AInvP}Ezit.k{InvPi(n)}

Demostracién: Sean € [0, N—(X+1))

z=XAN7 e YNV §#k: fkj)A-zkAInvP
={def. decyt}
z=XANc=NAWNj :7#k: fkj)A-zkAInvP
= { def. de InvP }
z=XAc=NAWNj' :7#£k: fkj)N-zk A
(Vn' : N—c<n'<N—z: 3 :ci' A=z’ : ({5 : 7 # :=fi'.5)=n"))
= { reemplazo de z y ¢, célculo, eliminacién de conjuncién }
c=NAWNG 74k fkj)N-zkA
(Vn' :0<n' < N=X: (3 :ci' A—zd' : (5 1 j'# 3 =fi'5)=n"))
= { particularizacién de n’ a n+1, eleccién de i’ en i (implica i # k),
n+1 estd en rango }
c=NAWNG :7#k: fkj)AN-zhkANciNA-ziNAlj 7 #i:fij)=n+1
= { particularizacién de j' en i, i # k }
c=NAfkihN-zkANciA-ziA{lj 5 #i:-fij)=n+1
= { lema 4.3 y f.k.7 tenemos —f.i.k, eliminacién de conjunciones }
—fikAciAN-ziAN({i j#i:fi5)=n+1
= { particién del j'=k en § }
—fikAciA-zin (i § ¢{ik}: =fig) + (~fik — 10fik — 0) = n+1
= { def. de seleccidn, eliminacién de conjuncién }
cihN-ziNA (g 7 ¢{i, k}:~fij)+1=n+1
= { célculo }
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ciN-ziN(ly 5 ¢{i,k}:~fij)=n
= { célculo }
cih-zih (8 1§ ¢{i,k}:~fij)+0=n
= { sustitucién, def. seleccién, Exit.k asigna f.i.k:=True }
cih-zih (85 1§ ¢{i,k} : ~fij) + (~fik — 10f.ik — 0)(Ezitk) =n
= { sustitucién, c.i, z.i y f.i.j con j # k no son tocados por Exit.k }
(ciN—zin(ly :j ¢{i,k}: ~fij')+ (=fik — 10f.ik — 0) = n)(Ezit.k)
= { def. det}
(ciN-ziA{y 7 #i:fij) =n)(Exit.k)
= { instanciacién }
(F cei Az ANl ' # A f) = n)(Exit.k)
= { def. wilp e InvP; }
wlp.(Exit.k).InvPi(n)

O
Ya hemos reunido todos los elementos necesarios para demostrar todas las

notas que seran agregadas. Veamos nuestro dltimo multiprograma aumentado
en cantidad de aserciones.

Pre : Vi:u-ciA-z.i
Inv : {Vizz.i= (Vj:ecj)} {InvP7N3}

P.k: :

{—c.k7N4}
Entry.k;
{Vij:j#k: fkj=cj}
if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi;
{Vjucj} {Vj:5#k: fkjiN5} {~z.k7N6}
Exit.k;

Nota 4:

L: implicada por la precondicién.
G: ortogonalidad, c.k es local a P.k.

Nota 6:

L: implicada por la precondicién y la ortogonalidad de las dos sentencias
anteriores.

G: ortogonalidad, x.k es local a P.k.

Nota 5:
L: por modus ponens para skip guardado.
G: Suponemos ¢ # k

e {—c.i}Entry.i: por regla de las aserciones disjuntas.

e Exit.i: por widening, sélo hay asignaciones a verdadero.

Probemos finalmente la nota mas importante
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Nota 3:

I: la precondicién implica ¢ = 0 Az = 0 y esto hace que el invariante se
cumpla de manera trivial.

L: Veamos que permanece invariante respecto a cada una de las instrucciones.

e {¢=CA-ck}Entry.i

Por ambos puntos del lema 4.5 tenemos

Vn: N—(C+1)<n<N:{c=CA-ckAInvP}Entry.k{InvP(n)}
Usando conjuntividad para las ternas de Hoare llegamos a

{¢=C A —c.k A InvP}Entry.k{Vn' : N—(C+1)<n'<N : InvP(n')}
Ahora por el lema 4.4, la regla de consecuencia y conjuntividad

{¢ =C A =c.k A InvP}Entry.k{Vn' : N—c<n'<N : InvP(n')}

Como 0 <x <N
(Vn': N—c<n'<N : InvPi(n')) = (Vn' : N—c<n'<N—z: InvPi(n'))
finalmente por regla de consecuencia

{¢=C A—c.k A InvP}Entry.k{InvP}

o if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi

InvP = wip.(if (Vj:j#k:f.k.j) — skip fi).InvP
= { def. wip }

InvP = (Vj:j#k: fkj)= InvP)
= { célculo proposicional }

true

o {t=XAWN" e YNNG j#k: fkj)A-x.k}Exit.i
Por lema 4.6 y conjuntividad tenemos
{z=XAWNF i YNNG 5 #Fk: fkj') A3k AInvP}Exit.i
{Vn': 0<n' < N—(X+1): InvP(n)}
Adem3s por lema 4.4, regla de consecuencia y conjuntividad
{z=XANF ej YNNG 15 #k: fkj')A-z.k AInvP}Exit.i
{Vn':0<n'<N-z): InvP(n')}

Claramente la asercién {Vj' :: ¢.j'} no es invalidada por Exit .k, luego en
la postcondicién tenemos ¢ = N. Reescribiendo obtenemos:

{z=XANj e YNNG 15" #k: fkj')AN-z.k A InvP}Exit.i
{Vn': N—c<n'<N-2z): InvP(n')}

Con lo que finalmente llegamos a

{z=XAWNj ci YNNG 7 #k: fkj') A2k AInvP}Exit.i{InvP}
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Después de este esfuerzo, el paso 1égico es ver porqué este invariante nos
demuestra que el algoritmo cumple con los requerimientos de progreso.

Antes de esto, demos una idea intuitiva del significado de InvP.

El invariante nos esta diciendo que para todos los n que estén en [N —¢, N — )
(Vn' : N—c<n'<N —x), habra al menos una fila (3i') de la matriz {f.i.j} co-
rrespondiente a la condicién del skip guardado de un proceso que entré a la
barrera pero que aun no salié (c.i’ A =x.i") con n' cantidad de elementos en
falso (fj' : j’#1 : ~f.i'j/) =n')

Claramente nuestro interés esta en las filas ¢ que tienen 0 elementos en falso,
es decir las que cumplen (Vj' : j'# i : f.i.5'), pues ésta es la condicién de paso
para los constructores de sincronizacién.

Sin embargo el invariante se muestra més poderoso de lo que parece, pues
en una sola expresion reune las propiedades deseadas de seguridad y progreso.
Describamos el invariante dividiendo en casos los posibles valores de ¢ y «:

e ¢ < N: no todos los procesos han entrado a la barrera. La cota de n' es
1< N—c<n'< N-z, y esto implica que no habr4 filas con todos sus valores
en verdadero, lo cual implica que ninguno pasard (safety property).

e c = NAz < N: todos han llegado, y la cota de n' es 0<n' < N—=z
y como N —z > 0, entonces existe una fila ¢ con ningin elemento falso,
que ha llegado pero todavia no ha salido. Suponiendo weak fairness nos
alcanza para ver que el proceso i eventualmente pasara la barrera (liveness

property).

La motivacién inicial del problema fue extender el protocolo de inicializacién
presentado en [vdS94, sec.9] para una cantidad cualquiera de procesos. En el
trabajo de van der Sommen, la derivacién se realizé en dos partes, la primera
dirigida por un invariante que capturaba la propiedad de seguridad, mientras
que en la segunda la derivacién resultaba guiada por un invariante que, segin
el autor, atrapaba la nocién de progreso?.

Nuestro acercamiento fue més convencional, en el sentido que derivamos
un multiprograma usando como motor la propiedad de seguridad, para luego
modificar el texto de programa y probar la correccién de un invariante que, para
nosotros, implicaba progreso.

Aunque los zeno predicates/invariants resultan mas coherentes con la técnica
de derivacion, usualmente resulta dificil escribir estos predicados que indiquen
progreso y ademads nos permitan derivar el multiprograma. Y esta ultima fue
la razén por la que el progreso en nuestro multiprograma fue resultado de una
prueba y no de una derivacién.

4.3 Derivacion de Fina Granularidad

El algoritmo que fue derivado en la seccién anterior es, sin ningin lugar a dudas,
de muy gruesa granularidad. Hay sélo tres instrucciones, y todas acceden ya
sea para leer o escribir a O(N) lugares compartidos de la memoria.

2zeno invariants
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De més estd decir que tal algoritmo presenta poca utilidad préactica, pues
cada “instruccién” deberia estar protegida por una seccién critica, es decir la
otra primitiva importante de sincronizacién, y esto llevaria a un degradamiento
total de la performance de algoritmos paralelos de fina granularidad que usen
esta barrera, como por ejemplo el poisson solver que realiza solamente unos
célculos simples para luego sincronizarse.

Probablemente las multiasignaciones del algoritmo de gruesa granularidad
puedan ser desacopladas (complicando la prueba de progreso), pero estd claro
que la guarda seguird siendo de O(NN) consultas a memoria compartida, pues el
mismo invariante de seguridad nos estd diciendo que el z.i sélo debe ser asignado
cuando todos los {c.j} son verdaderos. El diagrama de dependencia para N = 3
seria el siguiente:

m:.:O ar:.:l x:.:2

donde las implicaciones punteadas estan indicando dependencias que se cumplen
debido a la topologia del programa.

Una posible solucién al problema es derivar lo que se conoce como algoritmo
de contador compartido o barrera centralizada. Marcaremos los puntos més
importantes de la derivacidn, el resto puede ser completado por el lector a
manera de ejercicio.

Durante la derivacién de la barrera de gruesa granularidad, cuando nuestra
especificacion llegé al siguiente punto

Pre : Vi:-ciA-z.d
Inv : Vizzi= (Vj:e)jQ

P.k:
c.k:=True;
{Vj :: c.j7N1}

x.k:=True;

Decidimos entonces, crear el arreglo {f.i.j} que seguiria los valores de {c.i}.
Podemos tomar otro camino y crear una variable entera n que mantenga la
cantidad de valores true que tiene el conjunto {c.i}. Utilizando modus ponens
pero ahora sobre un nuevo invariante, llegamos a:
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Pre : Vi:-ciA—wd
Inv : {Vi:zi= (Vj:cej)H{n=fi:ci)?N2}

P.k:
c.k:=True;
if n=N — skip fi;
{Vj :¢.jO}

x.k:=True;

Unos pasos més de derivacién y obtenemos el algoritmo 3.12 de [And91].

A pesar de que el grado de atomicidad se redujo enormemente, pues la
instruccién atémica de més accesos a memoria compartida es el incremento,
este algoritmo presenta dos problemas:

e La introduccién del invariante que relaciona n con {c.i} implica que en
la precondicién debemos limitar el espacio de estados de una variable que
participa en el flujo de control, exigiendo que ésta sea cero, con lo cual
rompemos con la promesa de la derivacién anterior.

e El algoritmo introduce hot spots en la memoria, es decir un lugar muy
consultado y modificado, lo cual genera en las arquitecturas paralelas® con
memoria compartida sin coherencia de caché y difusién, una inaceptable
cantidad de trafico en los buses de memoria que degrada la performance de
la arquitectura [Y'TL86, Gup89, MCS91], ademas de la l4gica serializacién
que sufren los procesos al acceder a una porcién de memoria compartida.

De todas maneras, este algoritmo compensa estas desventajas con su sencillez
en la implementacién asi como en las pruebas de seguridad y progreso.

Estamos buscando dos cosas: fino grado de atomicidad y distribucién de los
hot spots. Muchos algoritmos de barrera cumplen con ambos requisitos, y, en
rasgos generales, muestran una estructura arbérea en la forma de sincronizarse.
Algunos algoritmos de este tipo son: drbol combinado, mariposa, diseminacién,
torneo, arbol MCS, entre otros. En [MCS91, GV93] podemos encontrar andlisis
comparativos de todos estos algoritmos.

El camino que tomamos fue el de reexpresar la propiedad de computacién
inicial, siguiendo la forma bdsica de la barrera de diseminacidn, para luego
aplicar la teorfa de Owicki-Gries y derivar un algoritmo concreto que cumpla
con los dos requisitos planteados.

En rasgos generales, la barrera de diseminacién, que es una mejora a la
barrera mariposa, consiste dividir la sincronizacién de cada proceso en sucesivas
etapas, donde en la etapa i el proceso P; se sincroniza con el vecino Fji iy -
Cuando todos los procesos finalizan sus etapas, cada uno estard sincronizado
directa o indirectamente con todos los otros. La cantidad de etapas necesarias

3La arquitectura paralela subyacente no es un parametro menor en la eleccién de los algo-
ritmos de sincronizacién basados en busy waiting [GV93].
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es de [logaN| y su nombre se debe a que sigue el patrén de la técnica de
diseminacién de informacién entre N procesos.

Si el paso por la etapa i del proceso j estd marcado por la variable a.i.j,
entonces el patron de dependencia para N = 4 es el siguiente:

a.é.O a.é.?)

donde de nuevo las implicaciones punteadas indican la dependencia topolégica.

Escribamos entonces la computation proper que especifica de manera con-
creta todo lo que hemos dicho acerca de la barrera de diseminacion.

Pre : (Vi:0<i<[:(Vj:0<j<N:-a.i.yj))
Inv : (MVi:0<i<!l:(Vj:0<j<N:
a.(i+1).j = a.i.D;(§) Aa.(i +1).j = a.i.j))?NO

P.j:
for i:= 0 to 1

a.i.j:=True
rof;

donde N es la cantidad de procesos y

I : [logaNT
Di(j) : [lv® 2N

Como N y por lo tanto [ estian estaticamente definidos, la iteracién es simple-
mente una notacién compacta del loop unrolling.

Antes de comenzar la derivacién, veamos algunos lemas importantes.

El primero habla de la relacién entre el invariante dado en la versién de gruesa
granularidad y el nuevo invariante. Como el primero representa de manera
general la propiedad de seguridad que se busca en las barreras, probaremos que
el nuevo invariante resulta mas fuerte. Utilizando el teorema de debilitamiento
de asercién (3.2.6), concluimos que resolviendo este problema, también estamos
resolviendo el de la barrera.
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Lema 4.7 (Dissemination=-Barrier) Si tenemos N, I y D definidos como
antes, entonces: Inv = (Vj:0<j<N:(Vj:0<j< N:alj= a0.yj))

Demostracién: Dados j y j tal que 0 < j,7 < N podemos definir k de la
siguiente manera: y }
- { i=i_ sii<]
N-(G-j) cec
donde k estd bien definido y 0 < k < N. Ademds se da que

[ + klv = [l (4.1)
Por desarrollos s-adicos podemos reescribir k£ de la siguiente manera:

-1

k= k2’ (4.2)
=0

con 0 < k; <1ydonde !l =Tlog:N| =1.

Ahora podemos reescribir [j]x de la siguiente forma:

]~
por 4.1 }

+ kN

= { aritmética modular }
U]~ @ [k

={pord2}
v ® [Ciso k2w

= { aritmética modular }
[i]v Do lki2]n

Entonces definimos

=1
[j

o= |
Ji = Uiy ®[ki2']y con 0 <i <
y claramente tenemos que
o=llno k12 v e [k2°] = [jlv =
No resulta dificil ver que

Ji = Jin1 c.c. (ki=0)

con lo cual de la definiciéon de Inv podemos realizar la siguiente cadena de
implicaciones:

alj=alj =a(l—-1)j = =a0j,=a0j

luego por transitividad de la implicacién y generalizacién en j y j tenemos
finalmente

(Vj:0<j<N:(Vj:0<j<N:alj=a0y))
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Lema 4.8 D; tiene inversa y esta es D7*(5) : [J]n © [—(29)].

Demostracién: Sea j € [0, N), entonces es inversa a izquierda

DN (D)) =D (Ulv © 2]w) =
(L]~ [Q’N) [@)v=[+2 -2y =ln=3

y a derecha

= Dilljlv o [-@)w) =
(Bl & @O & R = -2+ 2] = il =

Demos algunas definiciones y probemos hechos relacionados con ellas.

Invg @ (Vi:0<i<1:(Vj:0<j<N:a.(i+1).j= a.i.j))
Invy @ (Vi:0<i<l:(¥j:0<j<N:a(i+1).j=a.i.Dij)))

Las férmulas Invg e Inv; son una particion de Inv en su parte trivial,
implicada por la topologia del programa, y el resto. Probemos entonces este
hecho.

Lema 4.9 Inv = Inyy A Invl

Demostracion: Sale facilmente aplicando dos veces la equivalencia
(Vi:Ri:PinQi)=Vi:Ri:Pi)A(Vi: Ri:Q.i)
O

Definamos ahora un predicado que establece todas las implicaciones de Inwvy
excepto las que involucran a.i.j.

Inva(i,f) + (W':0<i <U:(¥j':0<j <N
AN@+1=i=j #£)AG =i=]" #D;'(j5):
a.(i' +1).j' = a.i'.Dy (j')))

Lema 4.10 La férmula Invs(i,5) no involucra términos que contengan a.i.j.

Demostraciéon: Veamos justamente que el rango de los cuantificadores elimi-
na esos elementos.
El rango resulta falso cuando se da

@ +1=inj' =) V(@i =inj =Dz'(j)
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por lo que los pares (i', j') que cumplan con esto no seran cuantificados. Reem-
plazando vemos que el primero es a.i.j = a.(i — 1).D;_1(j) mientras que el
segundo resulta a.(i +1).D; 1 (j) = a.i.j.

Como las implicaciones son entre filas contiguas y la funcién D; es uno a
uno, podemos concluir que no habrs otros términos eliminados.

O

Sin embargo dependiendo de la fila que se trate, Invs(i,j) eliminard uno o
dos términos. Los tres casos posibles estan en el esquema

(l(l - ]-)szl(]) aﬁj
a.(l = 1).D;_1(5) a.i.j \ a.1.Dy " (j)

al.j a.(i +1).D; " (j)

2
que nos induce a introducir el siguiente lema.
Lema 4.11 Sea i € [0,1], entonces:

i=1 = Vj:0<j<N:Invi =Inva(l,j)Nalj=a.(l—1).D;_1(5)
0<i<l = Vj:0<j<N:Inv =Inus(i,j) A
a.(i +1).D;' () = a.i.j Aa.ij = a.(i —1).D;—1(j)
i=0 = Vj:0<j<N:Inv=Inws(0,5)Aal.Dy'(j) = a.0.j

Demostraciéon: Por lema anterior y viendo que en cada caso los términos
agregados son justamente los que excluye Inva(i, 7).
O

Estamos entonces en condiciones de comenzar a derivar el multiprograma.

Nota 0: El lema 4.9 nos dice que podemos dividir el invariante en dos y por
topologia del programa tenemos de manera gratuita Invg. El predicado Inv;
es el que generard nuevas obligaciones de prueba.

I: resulta implicado, pues todos los a.i.j son falsos en la precondicién.

G:
® a.i.j:=True
Dividimos la prueba en tres casos, dependiendo de si ¢ es 0, [ o un valor
intermedio.
— Casoi=1

wlp.(a.1l.j:=True).Inv,
= { por lema 4.11 }
wlp.(a.1.j:=True).(Inva(l,j) Aa.l.j = a.(l —1).D;_1(j))
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= { def. de wlip, lema 4.10, célculo proposicional }
Inve(l,j) AN a.(l —1).D;_1(j)

< { Invy es més débil que Inv, }
Invy Aa.(l—1).D;_1(4)

— Caso 0 < i<

wlp.(a.1.j:=True).(Invy)

= { por lema 4.11, def. de wip }
(Invs(i,5) Aa.(i +1).D7'(j) = a.d.j Aad.j = a.(i — 1).D;_1(5))
(a.i.j := true)

= { lema 4.10, célculo proposicional }
Inva(i,5) AN a.(i —1).D;—1(j)

< { Inv, es més débil que Inv; }
Invi Aa.(i —1).D;_1(j)

— Casoi=0

wlp.(a.0.j:=True).(Invy)

= { por lema 4.11 }
wip.(a.1.j:=True).(Invz(0,5) A a.1.Dy 1 (5) = a.0.5

= { def. de wlp, lema 4.10, célculo proposicional }
Invy(0,5) Atrue

< { Invy es mas débil que Inv; }
Inv;

El multiprograma queda entonces:

Pre : (Vi:0<i<1:(Vj:0<j<N:-a.i.j))
Inv : (Vi:0<i<l:(Vj:0<j<N:
a.(i+1).j = ai.D;(j) ANa.(i +1).5 = a.i.j))Q

P.j:
a.0.j:=True;
for i:=1to 1l
{a. 1 — ].)D,_l(j)'?Nl}
a.i.j:=True
rof’;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

Nota 1: Copiamos la idea del algoritmo de la barrera coarse grained y de-
cidimos crear un arreglo {f.i.j} que siga a los {a.i.j}, pero manteniendo la
promesa.

L: usando modus ponens, aseguramos la asercién con un skip guardado y
una precondicidn.

G: por widening pues sélo hay asignaciones a verdadero.
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Pre : (Vi:0<i<!l:(Vj:0<j<N:-ai.j))
Inv : (MVi:0<i<!l:(Vj:0<j<N:
a.(i +1).j = a.i.D;(§) Aa.(i + 1).j = a.i.j))

P.j: :

a.0.j:=True;

for i:=1to 1l
{f.(:—=1).D;_1(j) = a.(¢ —1).D;_1
[ £.(i-1). Dz 1(3) 1;
{a.(i = 1).Di 1 (5)@}

a.i.j: —True

(7)7N2}

rof;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.

Nota 2:
L: para asegurar esta implicacién seguimos lo hecho en el algoritmo de gruesa

granularidad y prefijamos la asercién con una asignacién a falso para el antece-

dente.
G:
® a.i.j:=True: directo por widening.
e f.i.j:=False: por la misma razén.

El multiprograma con todas las obligaciones de prueba cumplidas resulta

Pre : (Vi:0<i<[:(Vj:0<j<N:-a.i.yj))
Inv : (MVi:0<i<!l:(Vj:0<j<N:
a.(i+1).j = ai.Di(§) ANa.(i +1).5 = a.i.j))

P.j: :
a.0.j:=True;
for i =1tol
f.(i-1).D;_1(j) :=False;
{7.(i =1).Di1(j) > a.(i = 1).Di-1(j) O}
[ £.(i-1). szl(J) 1;
{a.(i - 1).Di 1 (5)}
a.i.j:=True
rof;

Promesa: - la pre no contiene variables usadas en el flujo de control.
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Tenemos un programa correctamente anotado, que nuevamente no progresa,
sin embargo presenta las siguientes caracteristicas positivas:

e No requiere de instrucciones especiales como fetch-and-® [MCS91], pues
todas sus sentencias son 1-acceso, es decir, basta con que la arquitectu-
ra subyacente asegure accesos atémicos a memoria, y esta es una carac-
teristica que comparten todas las arquitecturas paralelas.

e Las posiciones de memoria sobre las que cada proceso hace busy waiting
estan estaticamente determinadas, y ademds los conjuntos por proceso de
estas spinning variables son disjuntos de a pares, lo cual permite lograr
lo que se conoce como local spinning para maquinas con memoria local
compartida o cachés coherentes?.

En la seccién siguiente repetiremos el esquema del algoritmo de gruesa gra-
nularidad, es decir agregaremos asignaciones f.1i.j:=True que no modifican la
correccién y permiten el progreso, aunque debemos adelantar que no pudimos
encontrar una demostracién general de este hecho.

4.3.1 Conjetura Sobre el Progreso

El método seguido para aumentar las posibilidades de progreso sin modificar la
correccién de

{fi.Di(j) = a.i.D;i(j)}

se basa en agregar la sentencia f.1i.j:=True en los siguientes lugares®:
e donde valga directa o indirectamente la asercién {a.i.j}
e junto con la asignacion a.i.j:=True

Veamos entonces un lema que dice dénde son vélidas las aserciones {a.i.j}
dentro de la componente P.j.

Lema 4.12 En el ultimo multiprograma, la asignacion a.i.7:=True tiene a
{a.i.j} como postasercion local y globalmente correcta. Ademds esta asercidn
continta valiendo en el resto de la componente.

Demostraciéon: basta solamente con notar que a.i.j sélo es asignado una vez
en todo el multiprograma y con el valor verdadero.
O

4Esta caracteristica también la tiene la derivacién de gruesa granularidad.
5Claramente las asignaciones £.1.j:=True no tendran efecto alguno sobre el progreso, pues
no hay guardas con estas variables que lo impidan.
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Nuestro programa instanciado en N = 2, utilizando la notacién alternativa
para el skip guardado, es el siguiente:

Pre : -a.0.0A —-a.0.1 A—-a.1.0A —a.1.1
Inv : a.l1.0=a.0.1ANa.l.1 = a.0.0

P.0: a.0.0:=True; P.1: a.0.1:=True;
f.0.1:=False; f.0.0:=False;
{£.0.1= a.0.1} {£.0.0 = a.0.0}
[£.0.1]; [£.0.0];
{a.0.1} {a.0.0}
a.1.0:=True; a.1.1:=True;

;,Cudl es la estrategia correcta para colocar los f£.1.j:=True?. En este caso
particular y segin lo planteado en el parrafo inicial de la seccion, tenemos tres lu-
gares en P.0 para agregar £.0.0:=Truey otros tantos en P.1 paraf.0.1:=True.

Sin embargo, si quitamos las variables auxiliares y aserciones, y realizamos
un renombre de variables, nos encontramos con un problema conocido.

A: y:=False; B: x:=False;
if y — skip fi; if x — skip fi;

Tenemos entre manos al multiprograma que da pie a [Fei94], el cual es un
pequeiio reporte técnico que de un solo golpe “muestra los embrollos de la multi-
programacion a las audiencias néveles”. Justamente aquf se resalta que inundar
de x:=True la componente A y de y:=True la B, genera un multiprograma que
muestra riesgo de deadlock. La solucién, dice Feijen, estd en quitar la primera
asignacion de cada componente, obteniendo el siguiente multiprograma:

A: y:=False; B: x:=False;
x:=True; y:=True;
if y — skip fi; if x — skip fi;
x:=True; y:=True;

La prueba de que este multiprograma progresa, es decir de que ambas com-
ponentes terminan, se deja como ejercicio para el lector®.

A partir de este caso particular y de los algoritmos de sincronizacién de fase
sin inicializacidn de almacenamiento compartido que se presentan en [Mis91],
surge la siguiente heuristica: poner todas las asignaciones a falso al tope de cada
componente. Claramente la correccién del multiprograma no se ve afectada,

pues las variables {f.i.D;(j)}.Z¢ son locales a la componente P.j.

SHint: se necesita crear una variable auxiliar por componente que indicara el paso por
la primera asignaciéon a verdadero, luego podemos demostrar que previo a las guardas vale
la asercién que dice que si ambas variables son verdaderas, entonces alguna de las guardas
pasara. Entonces sélo resta demostrar que si una componente termina, entonces la otra hace
lo propio.
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Nuestro multiprograma se transforma en el siguiente:

Pre : (Vi:0<i<!l:(Vj:0<j< N:-ai.j))
Inv : (Vi:0<i<!l:(Vj:0<j<N:
a.(i+1).j = a.i.D;(j) Na.(i +1).5 = a.i.j))

P.j:
for i:= 0 to 1-1
f£f.i.D;(j) :=False
rof’;
a.0.j:=True;
for i:=1to 1l
{£.li = 1).Di_1(j) = a.i = 1).Di_1(§)}
[ £.(1i-1).D;—1(§) 1;
{a.(i—1).Di-1(j)}
a.i.j:=True
rof;

Notamos que a.0.j estd marcando el final del bloque de invalidacién de guar-
das para la componente P.j.

Lo que resta es agregar asignaciones f . 1. j:=True en las dos clases de lugares
permitidos.

Hagamos un par de intentos simples, de forma tal que nos convenzamos de
la complejidad que implica lograr que este multiprograma progrese.

Podemos lograr la menor modificacién la aumentando a.i.j:=True a
a.i.j,f.i.j:=True,True. Sin embargo, haciendo esto, instanciando para
N = 3 y quitando toda variable auxiliar o asercién obtenemos:

P.0: £.0.1:=False; P.1: f.0.2:=False; P.2: £.0.0:=False;
f.1.2:=False; f.1.0:=False; f.1.1:=False;
£.0.0:=True; £.0.1:=True; £.0.2:=True;
[f.0.1]; [f.0.2]; [£.0.0];
f.1.0:=True; f.1.1:=True; f.1.2:=True;
[f.1.2]; [f.1.0]; [f.1.1];

Con la secuencia de ejecucién (P.1,P.1,P.1,P.0,P.0,P.0) llegamos a un esta-
do que cumple con —f.0.1 y no existe continuacién de esta computacién que
haga valido f.0.1 y P.0 pueda progresar. El multiprograma sufre de riesgo de
deadlock.

El problema es que P.0 invalida f.0.1 y éste es asignado una sola vez. Una

posible solucién es reasignar las variables f.i.j a verdadero, luego de pasar por
cada guarda.
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El texto de programa con esta modificacién para N = 3 es:

P.0 f.0.1:=False; P.1 f.0.2:=False; P.2: £.0.0:=False;
f.1.2:=False; f.1.0:=False; f.1.1:=False;
£.0.0:=True; £.0.1:=True; £.0.2:=True;
[£f.0.1]; [£.0.2]; [£.0.0];
£.1.0:=True; f.1.1:=True; f.1.2:=True;
£.0.0:=True; f.0.1:=True; f.0.2:=True;
[f.1.2]; [f.1.0]; [f.1.1];
£.0.0:=True; f.0.1:=True; f.0.2:=True;
f.1.0:=True; f.1.1:=True; f.1.2:=True;

La secuencia de ejecucion
(P1,P1,P1,P2,P2,P2 P1,P1,P1,P0,P0,P0,P2 P2 P2 P2 P2 P2)

hace que P.2 finalice, la guarda f.0.1 sea falsa y P.1, que puede hacerla verda-
dera, tampoco pueda progresar.

Los bloques iniciales que invalidan las guardas producen efectos muy malos
en el progreso, y la tnica solucién que hasta ahora se presenta como plausible,
se basa en asignar todos los f.i.j posibles luego de cada guarda. Para esto
necesitamos saber todos los a.i.j validos en un punto del multiprograma.

Si graficamos la matriz de {a.i.j} conectada por las implicaciones dadas
por el invariante, o sea las topoldgicas y las generadas por el D;, para el caso
N =6, vemos que si a.2.2 es verdadero, lo cual se da por debajo de la sentencia
a.2.2:=True, entonces todos los {a.i’.j'} encerrados en circulos lo serdn y por
lo tanto podremos reasignar todos esos {f.i'.j'}.

a.2.0|a.9.2| |a.g.3| |a.(3.4| |a.g.5|
1 11
aAO .\\"

a.i’;.O a.3.1 a.3.2 a.é.?) a.é.4 a.é.5

En general podemos decir que si a.i.j es verdadero, entonces todos los
{a.i’.j'} alcanzables por él lo seran.

Si podemos dar una expresién concreta para la alcanzabilidad, es decir para
la clausura transitiva y reflexiva del operador = definido a partir del invariante
sobre los valores {a.i.j}, entonces podremos saber exactamente cudles {a.i.j}
valen después de una asignacién a.i.j:=True, y por lo tanto cudles f.i.j pode-
mos asignar a verdadero sin invalidar las aserciones.
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Lema 4.13 Dados i,j tales que 0 <i <[ y0<i < N, entonces se da
aij=(Vi:0<i<i:(Vn:0<n<2":ailj+n2]n))

Demostracion: por induccién en i.

Para i = 0 tenemos que el rango del cuantificador externo se limita a ¢ = 0,
y por lo tanto el rango del interno obliga n = 0, con lo cual tenemos

a.i.j = a.i.J
que resulta verdadero de manera trivial.

Veamos ahora que P(i) = P(i + 1).

Usando las dos posibles implicaciones de a.(i + 1).j y la hipétesis inductiva,
tenemos:

a(i+1)j % aij B (Vi:0<i<i:(Vn:0<n <27 ailj +n2n))
a(i+1) S ailj+2) % (Vi 0<i<i:(Vn:0<n <277 ai[j+2 +n2y))
Como i > 4, entonces se da

!
n

~ P i1 ‘1 "’_H
J+20+n2i =422 4+ n2 = j+ 2 (n+2"7)

luego por cambio de coordenadas n — n’ tenemos
a(i+1)j= (Vi:0<i<i:(Vn' :27 <n' <27 ai[j+2 +n'2n))
entonces por conjuntividad del V podemos deducir
a(i+1)j = (Vi:0<i<i:(Vn:27  <n< 27 03[ +2 +n2]n)A
(Vi:0<i<i:(Vn:0<n<27%:ai[j+n2]n))
ahora por disjuncién de rangos llegamos a
a(i+1)j= (Vi:0<i<d:(¥n':0<n' <2007 07 +n' 27n))

Como una extensién de rango de i a i + 1 sélo agrega a.(i + 1).j, entonces
tenemos finalmente P(n + 1)

a.i+1)j= (Vi:0<i<i+1:(Vn':0<n' <207 03] +n' 2]n))

88



Lema 4.14 En el multiprograma, y luego de la asignacion a.%.j:=True en la
componente P.j, la siguiente asercion es local y globalmente correcta.

(Vi:0<i<i:(Vn:0<n<2 " :ailj+n2]n)}

Demostraciéon: vale localmente por lema anterior y la asignacién previa, y
globalmente por widening.
O

El multiprograma, con todas las asignaciones a f.i.j posibles generadas por
la alcanzabilidad es:

Pre : (Vi:0<i<[:(Vj:0<j<N:-a.i.yj))
Inv : (Vi:0<i<l:(Vj:0<j<N:
a.(i +1).j = a.i.D;(§) Aa.(i + 1).j = a.i.j))

P.j:
for i:= 0 to 1-1
f£f.i.D;(j):=False
rof;
a.0.j:=True;
£.0.j:=True;
for i:=1to 1l
{f.(i-1).Di1(j) = a.(i = 1).D;—1(j)}
[ £.(i-1).D;-1(3) 1;
{a.(i = 1).Di-1(j)}
a.i.j:=True
{Vi:0<i<i:(Vn:0<n <2 ad.j +n2]n)0}
for 1:= 0 to i
for n:= 0 to 2ii-1
f.1.[j+n2n:=True

Instanciando nuevamente para N = 3 este algoritmo, el dltimo caso de
deadlock mostrado ya no ocurre, y no pudimos detectar algin otro, pero tam-
poco obtuvimos alguna intuicién acerca del porqué no ocurren deadlocks, lo
Unico que podemos decir es que la reasignacién de todos los {f.i.j} dados por
la alcanzabilidad estan constantemente “reparando” los baches dejados por las
invalidaciones iniciales.

Es probable que se pueda obtener una demostracién formal de progreso para
este caso particular, pero el objetivo es tratar de verlo en el caso general. De
mas estd decir que nuestra conjetura es en favor del progreso.

Para finalizar, podemos notar que la cantidad de instrucciones por cada
componente es O(N log?N), y esto se debe a las reasignaciones de f.i.j. Sin
embargo existen dos formas disminuir esta cantidad de reasignaciones:
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e Detectando los casos donde se estd haciendo f.i.j:=True y en la prea-
sercién tenemos {f.i.j}.

e Suponiendo que si hay inicializacién en la memoria compartida
Veamos entonces el primer caso que se basa en optimizar el cédigo, utilizando

por ejemplo alguno de los siguientes lemas.

Lema 4.15 En el multiprograma anterior, luego de la guarda [f.<.D;(j)] la
asercion {f.i.D;(j)} empieza a ser vdlida y no deja de serlo hasta el final del
texto de programa.

Demostraciéon: la correccién local se sigue de la regla de modus ponens para
skip guardados y por widening y ortogonalidad sale la correccién global y las
otras correcciones locales. O

Lema 4.16 En el dltimo multiprograma, si tenemos en P.j el bloque
- foi.j:=True{f.i.j7} -
entonces la asercion serd correcta si existe un bloque anterior
- [f.5.D5(5)] -
tal que i,i satisfacen N | 20 + 2.

Demostracién: De manera directa podemos ver que la asercion es correcta
localmente, sin embargo puede haber interferencia por parte de otra compo-
nente j # j, pues ésta puede falsificar la asercién con la asignacién inicial
f.i.D;(j):=False, donde D;(j) = j, con lo cual este j es tinico y

j=D;7'(j)

Por otro lado resulta facil demostrar que el siguiente fragmento de la componente
P.j es correcto pues estd implicado por la precondicién y el hecho de que los
{a.i.j}; son locales a P.j

~-{Vi:0<i<l:-ai.D;'(j)} £.1.j:=False---
Luego nuestra asercion serd globalmente correcta si logramos demostrar que
{Fi:0<i<l:aij}

resulta coasercion de ésta, pues por regla de aserciones disjuntas tenemos este
hecho.

_Estamos buscando que en P.j se haga verdadero un a.i.j que es asignado en
P.j, luego la tunica posibilidad es que alguno de los bloques anteriores de P.j
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haga justamente valido el {a.i.D;(j)} que cumpla con j = D5(j), con lo cual por

widening y ortogonalidad, esta asercién seguird siendo vélida hasta que termine

la componente P.j, y en particular lo serd luego de la asignacién f£.i.j:=True.
Es decir se debe cumplir con:

= { simplificando }
N |24 2¢
O

Ambos lemas estdn diciendo lo mismo, una vez que f.i.j resulta verdadero
por implicacién de una guarda y este hecho no puede ser invalidado, entonces
este valor continuard siendo verdadero.

La otra estrategia para reducir la cantidad de reasignaciones, es precisa-
mente no necesitarlas, y podemos lograr esto de manera directa levantando el
requerimiento de no inicializacién de memoria compartida y pidiendo en la pre-
condicién que el arreglo {f.i.j} sea falso en todas sus entradas.

Sin realizar toda la derivacién, veamos el resultado final. Los pasos interme-
dios pueden ser completados sin dificultad alguna por parte del lector asi como
la correspondiente prueba de progreso.

Pre : (Vi:0<i<1l:(Vj:0<j<N:-aijA-fij))
Inv : (Vi:0<i<l:(Vj:0<j<N:
a.(i +1).j = a.i.D;(§) Aa.(i + 1).j = a.i.j))

a.0.j,f£.0.j:=True,True;
for i:=1to 1

{f.(i=1).Di1(j) = a.(i — 1).D;—1(j)}
[ £.(i-1).D;1(3) 1;

{a.(i = 1).Di—1(5)}

a.i.j,f.i.j:=True,True
rof’;
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Este es el algoritmo béasico de barrera de diseminacién que figura en el traba-
jo de Hensgen [HFMS88], que consta de O(logN) pasos. Si embargo la reduccién
en la complejidad tiene como contrapartida que levantamos el requerimiento de
no inicializacién. Consultando el trabajo de Hensgen surge que podemos utilizar
la estrategia de episodios adyacentes y de inversion del sentido para obtener una
barrera, que en su primera y segunda fase no supone almacenamiento compar-
tido inicializado y requiere O(N log?N) operaciones, mientras que las restantes
fases ya suponen el almacenamiento inicializado y trabajan en O(logN) pasos.

El esquema general es el siguiente:

En la primera barrera aplicamos el algoritmo sobre el arreglo {f.i.j} que
no supone memoria inicializada.

En la segunda aplicamos nuevamente el mismo algoritmo pero sobre el
arreglo {f'.4.5}.

Ahora ya podemos suponer que el arreglo {f.i.j} est4 inicializado”. Sin
embargo después de la segunda barrera, el arreglo {f.i.j} contiene valores
verdaderos solamente, y el algoritmo planteado suponia este arreglo en
falso. Esto no es mayor problema, pues podemos construir el dual de este
algoritmo.

Hacemos lo propio con el arreglo {f'.i.j} que también en este punto estd
inicializado a true.

Ahora {f.i.j} tiene todos sus valores en falso y usamos la barrera de
sentido positivo.

Lo mismo pero para {f’.i.j}

De ahora en més la situacién se repite. Mostremos un esquema general:

BarreraNolnit-SentidoPos({f.i.j})
BarreraNolnit-SentidoPos({f".i.j})
Barreralnit-SentidoNeg({f.i.j})
Barreralnit-SentidoNeg({f".i.j})
Barreralnit-SentidoPos({f.i.j})
Barreralnit-SentidoPos({f".i.j})

Barreralnit-SentidoNeg({f.i.j})
Barreralnit-SentidoNeg({f".i.j})
Barreralnit-SentidoPos({f.i.j})
Barreralnit-SentidoPos({f".i.j})

Queda bastante claro que cuando utilizamos una barrera miles o millones de
veces, como en los algoritmos paralelos de datos, la penalidad de tiempo que se
incurre en las dos primeras barreras no resulta significativa.

"Notar que podria haber procesos todavia ejecutindose en la primera barrera, mientras
otros lo estdn haciendo en la segunda, y por lo tanto no todo el {f.i.j} estaria a true.

92



Capitulo 5

Conclusién y Trabajos
Futuros

93



Nuestro trabajo se basé en el estudio de la teoria de Owicki-Gries y su
aplicacién en la derivacién de multiprogramas siguiendo la metodologia desa-
rrollada por un grupo de trabajo de la Universidad Tecnolégica de Eindhoven
en Holanda.

Durante el curso de los estudios y a medida que recabdbamos més material,
comprendimos las fortalezas y debilidades de la metodologia propuesta para
la derivacién de multiprogramas, asi como de los problemas particulares de la
programacién concurrente que, para nosotros, significaba un area bastante poco
explorada.

A la hora de aplicar la metodologia surgié el problema de generalizar el pro-
tocolo de inicializacidn propuesto en [vdS94], y lo que en principio parecia una
derivacién més o menos rutinaria, dio resultados positivos en cuanto a que cono-
cimos la clase de problemas que no imponen inicializacion del almacenamiento
compartido.

Adem3s confirmamos lo estudiado en relacion a la teoria de Owicki-Gries y
las pruebas de progreso. En multiprogramas sencillos, podemos capturar en un
predicado la nocién de progreso y demostrarlo dentro de la teoria, pero cuan-
do la complejidad sube, ya sea porque tenemos muchos deadlocks potenciales
o el multiprograma es de muy fina granularidad, resulta dificil obtener tales
predicados y esto lo palpamos claramente en nuestro dltimo multiprograma.

Tomando como base la diferencia de complejidad entre el problema de la
barrera con y sin inicializaciéon del almacenamiento compartido, y teniendo en
cuenta la poca cantidad de material que pudimos recabar en este aspecto! ésta
se presenta como una de las dreas hacia las cuales dirigiremos nuestros esfuerzos
para trabajos futuros.

Otra 4rea estd bastante clara, las demostraciones de progreso fueron nuestro
punto débil, y tendremos que reveer el material a fin de detectar si realmente
la demostracion faltante estaba a la mano de la teoria de Owicki-Gries o si
debemos comenzar a estudiar otros formalismos que efectivamente capturen la
nocién de progreso, como por ejemplo las 1égicas temporales.

IDe los seis o siete referencias bibliograficas consultadas sobre sincronizacién de fase de N
procesos, sélo [Mis91] no supone inicializacién

94



Agradecimientos

No puedo dejar de agradecer a algunas de las personas, grupos y programas
que siento hicieron posible que este trabajo esté terminado. Gracias a: Javier,
Elisa, Sergio, Lucrecia, Pablo, Nico, Maria, el GTMC, GNU Linux, IATEX vy,
por supuesto, a mis padres Olga y Daniel.

95



Bibliografia

[Ando91]

[AO91]

[Bes96]

[Bro86]

[Cou90]

[Dij76]

[Dij82]

[Fei90]

[Fei94]

[Fei95]

[FvG95al

Gregory R. Andrews. Concurrent Programming: principles and prac-
tice. Benjamin Cummings, 1991.

Krzysztof R. Apt and Ernst-Riidiger Olderog. Verification of Sequen-
tial and Concurrent Programs. Graduate texts in Computer Science.
Springer-Verlag, New York, 1991.

FEike Best. Semantics of Sequential and Parallel Programs. Prentice
Hall International Series in Computer Science. Prentice Hall Interna-
tional, UK, 1996.

Eugene D. Brooks, III. The butterfly barrier. International Journal
of Parallel Programming, 15(4):295-307, 1986.

Patrick Cousot. Methods and logics for proving programs. In J. van
Leeuwen, editor, Handbook of Theoretical Computer Science, chap-
ter 15. Elsevier Science Publishers B.V., 1990.

Edsger W. Dijkstra. A Discipline of Programming. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, NJ, 1976.

E. W. Dijkstra. A personal summary of the Gries-Owicki theory.
In Selected Writings on Computing: A Personal Perspective, pages
188-199. Springer-Verlag, New York, 1982.

W. H. J. Feijen. A little exercise in deriving multiprograms. In
W. H. J. Feijen, A. J. M. van Gasteren, David Gries, and Jayadev
Misra, editors, Beauty is our Business, chapter 13. Springer-Verlag,
New York, 1990.

W. H. J. Feijen. A case of intuitive reasoning. Technical Report
WF187, Eindhoven University of Technology, Department of Mathe-
matics and Computer Science, August 1994.

W. H. J. Feijen. Coarse-grained handshake and alternating bit proto-
cols or separate your concerns. Technical Report WF196, Eindhoven
University of Technology, Department of Mathematics and Computer
Science, February 1995.

W. H. J. Feijen and A. J. M. van Gasteren. Lecture notes, design of
multiprograms. Technical Report AvG122/WF208, Eindhoven Uni-
versity of Technology, Department of Mathematics and Computer
Science, May 1995.

96



[FvG95b] W. H. J. Feijen and A. J. M. van Gasteren. On a method for the

[Gri81]

[Gup8&9]

[GV93]

[HFMSS]

[Hoo95]

[Kal90]

[Lam77]

[Lamss]

[MCS91]

[Mis91]

[Moe93]

[MV93]

[0GT6]

formal design of multiprograms. Technical Report AvG140/WF231,
Eindhoven University of Technology, Department of Mathematics and
Computer Science, May 1995.

David Gries. The Science of Programming. Text and Monographs in
Computer Science. Springer-Verlag, New York, 1981.

Rajiv Gupta. The fuzzy barrier: A mechanism for high speed synch-
ronization of processors. Third Int. Conf. on Architectural Support for
Prog. Languages and Opertating Systems, pages 54—63, April 1989.

Dirk Grunwald and Suvas Vajracharya. Efficient barriers for distri-
buted shared memory computers. Technical Report CU-CS-703-94,
University of Colorado at Boulder, Departament of Computer Scien-
ce, September 1993.

Debra Hensgen, Raphael Finkel, and Udi Manber. Two algorithms
for barrier synchronization. International Journal of Parallel Pro-
gramming, 17(1):1-17, 1988.

Rob R. Hoogerwoord. Progress, deadlock, and individual starvation.
Technical Report RH219, Eindhoven University of Technology, De-
partment of Mathematics and Computer Science, January 1995.

Anne Kaldewaij. Programming: The Derivation of Algorithms. Pren-
tice Hall International Series in Computer Science. Prentice Hall In-
ternational, UK, 1990.

Leslie Lamport. Proving the correctness of multiprocess programs.
IEEFE Transactions in Software Engineer, 3(2):125-143, 1977.

Leslie Lamport. Control predicates are better than dummy variables
for reasoning about program control. ACM Transactions on Program-
ming Languages and Systems, 10(2):267-281, 1988.

John M. Mellor-Crummey and Michael L. Scott. Algorithms for scala-
ble synchronization on shared-memory multiprocessors. ACM Tran-
sactions on Computer Systems, 9(1):21-65, February 1991.

Jayadev Misra. Phase synchronization. Information Processing Let-
ters, (38):101-105, 1991.

P.D. Moerland. Exercises in multiprogramming. Master’s thesis,
Eindhoven University of Technology, Department of Mathematics and
Computer Science, 1993.

S. Mauw and G. J. Veltink, editors. Algebraic Specification of Com-
munication Protocols. Cambridge Tracts in Theoretical Computer
Science. Cambridge University Press, 1993.

Susan S. Owicki and David Gries. An axiomatic proof techniques for
parallel programs i. Acta Informatica, 6:319-340, 1976.

97



[OwiT5]

[P£i98]

[vdS94]

[YTL86]

Susan S. Owicki. Aziomatic Proof Techniques for Parallel Programs.
PhD thesis, Computer Science Department, Cornell University, 1975.

Gregory F. Pfister. In Search of Clusters. Prentice Hall PTR, New
Jersey, second edition, 1998.

F. W. van der Sommen. Multiprogram derivation. Master’s thesis,
Department of Mathematics and Computer Science, Eindhoven Uni-
versity of Technology, 1994.

P.C Yew, N.F. Tzeng, and D.H. Lawrie. Distributing hot-spot ad-
dressing in large scale multiprocessors. IEEE Trans. on Computers,
C-36(4):388-395, April 1986.

98



